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Zusammenfassung

Es soll eine an [RT77] orientierte Einfiihrung in die Theorie der nichtkonformen Finiten Elemen-
te gegeben werden, d. h. solcher Funktionen, die an den Grenzen der Teilgebiete nicht notwendiger-
weise stetig sein miissen. Die Variationsformulierung, die die Grundlage fiir den bekannten Fall der
konformen Finiten Elemente darstellt, wird unter Einfiihrung eines Lagrange-Multiplikators in den
hybriden Fall tiberfiihrt, dann werden Bedingungen an die nichtkonformen, endlich-dimensionalen
Funktionsrdume gestellt, um Existenz und Eindeutigkeit einer Losung zu gewéhrleisten. Schlieflich
werden Beispiele fiir FEM-Raume gegeben, die diese Bedingungen erfiillen, und eine Fehlerabscht-
zung gezeigt.

1 Einfiihrung

Sei O c IR” ein Gebiet mit Lipschitz-Rand T'. Fiir die Losung der Poisson-Gleichung mit Dirichlet-Null-
randbedingungen

-Au=f inQ

(Poi)
u=0 aufl’

definiert man iiblicherweise ein Energiefunktional

1
J: v—»EfQVU-Vde—/vadx
und kann dann zeigen, dass u € C?(Q) genau dann (Poi) erfiillt, wenn es J minimiert, d. h.
VveCHQ): J(w) < J(v)

Sei H} (Q) := {ve H'(Q) | tron(v) = 0} und H'(Q) der Sobolevraum der L?-Funktionen mit schwachen
ersten Ableitungen in L? und der Norm

1/2
”U”HI(Q) = ( Z |Dal/|2 dx) .

la|<1Y8

Definiert man (Bi-)Linearformen
1
a: Hy(Q) x Hy (Q) — TR, (u,v)-—»zf Vu-Vvdx (1.1)
Q
l: Hy(Q) — IR, ””f frdx, (1.2)
Q

so ist diese Minimierungsaufgabe, nun in H& (Q), dquivalent zur Variationsformulierung:
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Problem (Var). Finde u € H& (Q) mit

Yve Hy(Q):alu,v) = 1(v). (1.3)

Nach dem Lax-Milgram-Lemma hat (Var) eine eindeutig bestimmte Losung in H& (Q). Die Methode der
Finiten Elemente besteht nun darin, einen endlich-dimensionalen Unterraum V}, von H& (Q) zu finden
und darin die Variationsaufgabe zu l6sen. Nach dem Céa-Lemma existiert auch in V}, eine eindeutig
bestimmte Losung u;, und fiir den Fehler zur ,echten” schwachen Losung u gilt:

u-u <cinf lu-v , 1.4
I h”Hl(Q) VeV, l ||H1(Q) (1.4)

wobei c eine nur von der Bilinearform a abhédngige Konstante ist.

2 Erweiterung der Variationsformulierung

Der Ansatz von hybriden Methoden ist es nach [BF91, S. 24], die Zerlegung des Gebiets Q in Teilgebiete
Q, bereits in die Variationsformulierung einflieRen zu lassen. Das Vorgehen ist dabei, zunédchst eine zu
(Var) dquivalente Formulierung zu finden und dann die Bedingung der Stetigkeit an den Gebietsgrenzen
abzuschwichen, so dass man eine nichtkonforme Losung erhilt, die nicht mehr notwendigerweise in
H} (Q) liegt.

Sei {Q, | r =1,...,R} eine Zerlegung von Q in Gebiete Q, mit Lipschitz-Rand 0Q,. Man betrachte den
Raum
X:={ve*( Q)| vq, € H(Qn)}

der Funktionen, die elementweise in H* liegen, mit der Norm ||v| x := (Zle I U||?LI1 Q )1/2. Es ist wich-
tig, zu bemerken, dass eine Funktion v € X auf der gemeinsamen Grenze zweier Elénrlente Q, und Qg
keinerlei Forderungen an die Stetigkeit geniigt und auch durch Anwenden des Spursatzes nicht eindeu-
tig festgelegt ist; der Ausdruck trag, naq, (v) ist nicht wohldefiniert. Um die Werte von v an einer solchen
Grenze zu untersuchen, muss man den Spursatz auf v, := vjq, € H'(Q) und vs = v|q, einzeln anwenden,
wobei im Allgemeinen nicht traq, noq, (Vr) = tran,naq, (Vs) gilt.

Nach [BF91, S. 5] bildet der Spur-Operator H L) surjektiv auf den Sobolevraum H 2(9Q),) ab, wobei
H'(0Q,) € H"*(0Q,) C L*(0Q;). Es soll im Folgenden v, 5, := tran, (v) geschrieben werden, um die
Notation zu vereinfachen. Analog sei mit | aq, Vr das Integral iiber die Spur von v, auf 0Q, gemeint.

Es ist offensichtlich, dass H& (Q) c X, wobei v € X genau dann in H& (Q) liegt, wenn

¢ die Spuren von v, und v auf 0Q, N 0Q) tibereinstimmen und
¢ die Spur von v, auf 0Q, NT verschwindet.

Diese beiden Bedingungen sollen nun unter Einfithrung eines Lagrange-Multiplikators in die Variati-
onsformulierung einflieBen. Sei dazu

H(div, Q) :={q € (L>(Q)" | div(¢) € L*(Q)}

die Menge aller L2-Vektorfelder auf Q mit Divergenz in L2. Sei mit v, : 8Q, — IR" die nach auRen gerich-
tete Einheitsnormale von 0Q), bezeichnet. Dann existiert, analog zum herkdmmlichen Spuroperator,
ein Normalenspuroperator trag,, der von H(div,Q) in den Dualraum H™"2(6Q,) des H"2(8Q,) abbildet
und fiir alle hinreichend glatten g € H(div,Q2) den Wert g - v, annimmt. Nun kann man folgenden Raum
definieren:

R
M:= {,ue [1H"0Q,)|3ge Hdiv,Q) ¥r=1,....,R: ;= q-v, auf&Qr}

r=1

Zur Arbeit mit dem H~"?(8Q,) hitte man eigentlich gerne, dhnlich wie im Riesz'schen Darstellungssatz,
fiir jedes p, € H‘I/Z(aQr) eine Darstellung der Form p,(v) = fan, [y - vy dy, wobei [i, aus H”Z(aQr) sein
soll. Dies gilt zwar hier nicht, aber umgekehrt induziert natiirlich trotzdem jedes fi, € H"?(0Q,) iiber
diese Darstellung ein lineares Funktional u, € H~"*(0Q;).



Im Folgenden soll daher:

e ureH ~12(9Q),) als eine Funktion von 0Q, — IR betrachtet werden und
« verwendet werden, dass dann alle Funktionen aus H"2(8Q,) auch in H~"2(8Q,) zu finden sind.

Seib: XxM—-1R, (v,u)—— Zle fﬁQr Uy vy dy eine Bilinearform.

Lemma 1. Ein stetiges lineares Funktional L : X — IR verschwindet genau dann auf allen v € H(} (Q),
wenn es ein eindeutig bestimmtes Element € M gibt, so dass

R
VUEX:L(U)ZZf prvr dy (=-=b(v,w)
r=1J0Q;

Beweis. Bei [RT77] unter Verwendung des Satzes von Hahn-Banach und der Green’schen Formel. O
Korollar.
Hy@={veX|VYueM:b,pu =0} 2.1)
Beweis. SeiQ:={ve X’ YpeM:b(v,p) =0}
,C“ Seive H(} (Q). Betrachte b(., u) fiir ein festes 4 € M. Nach Lemma 1 verschwinden Funktionale
dieser Form auf H& (Q), also ist b(v, u) = 0. Da dies fiir alle p € M gilt, ist also v € Q.

»2“ Sei v e Q. Es ist zu zeigen, dass die Spur von v auf I' verschwindet und auf allen inneren Gebiets-
grenzen aus beiden Richtungen iibereinstimmt.

Sei zunichst Q; so gewihlt, dass Qs NI =: K’ nichttrivial sei. Wenn Y p e M : b(v, u) = 0 gilt, gilt
es insbesondere auch fiir dasjenige p, das auf K’ identisch mit v ist und tiberall sonst 0. Dann
ist sicherlich

R
bv,)=-)_ ,urv,dy:—f (V)% =0=> V5 =0
r=1J0Q; K

Seien nun Q; und Qg benachbarte Gebiete, so dass Q; N Qg =: K’ nichttrivial sei. Betrachte nun
ein y, so dass y, auf K’ identisch mit (vt k7 — Vs|xr) ist. Weil natiirlich auf K "vy = —v; gilt, muss
s = —u; auf K’ gelten. Uberall sonst soll i = 0 sein. Dann gilt:

b(v,p) = Z ,UrVrdY— fmvt fusvs
r=1
2
fﬂs”t f,usys—_f Vt_ys) =0= v = Vsg

Beide Spurkriterien sind erfiillt, dies gilt analog fiir alle inneren bzw. dulleren Gebietsgrenzen und
damit ist v € H} (Q).

O

Anschaulich bedeutet dies, dass man durch die obige Integralbedingung auf den Gebietsgrenzen die
»Spriinge“, die Funktionen aus X dort noch haben kénnen, verbietet; Ve H V2 0Q:N0Qy) : f 00,n00, H°

(vt - vs) = 0 ist also eine schwache Formulierung von Stetigkeit von v; und v an der gemeinsamen
Gebietsgrenze.

Unter Verwendung der stetigen Bilinearform
R
a:XxX—-R, (wv)—) | Vu-Vv,dx 2.2)
S1Ja

kann man nun eine hybride Version der Variationsformulierung aufstellen:
Problem (VarPH). Finde (u, 1) € X x M mit

YveX:a(uv)+bwA) =1 (VarPH.a)
YueM:b(u,pu)=0 (VarPH.b)



Satz 1. Das Problem (VarPH) hat eine eindeutig bestimmte Losung (u,A) € X x M, es gilt u € H& (Q) und
u lost Problem (Var).

Beweis. Angenommen, (u, A) ist eine Losung von (VarPH), dann gilt (VarPH.b), d. h. nach (2.1) ist u €
H; (©). Weil b(., A) auf H (Q) verschwindet, gilt dann auerdem

Vve HNQ): L) = alu, v) + b(v,A) = alu, v).

Also ist u auch Losung von (Var).

Es bleibt zu zeigen, dass (VarPH) eine eindeutig bestimmte Losung hat. Betrachte dafiir das zu (VarPH)
gehorende Standardproblem (Var), d. h. mit dem gleichen af(.,.) und I(.). Dafiir existiert bekannterma-
Ben eine eindeutige Lésung u € H& (€2). Betrachte nun das stetige lineare Funktional

L:X—1R, v»[ frdx—a(u,v)
Q

L verschwindet auf H& (Q), nach Lemma 1 gibt es also ein eindeutig bestimmtes A € M mit Vv e X :
b(v,A)=L(v) = fQ fvdx—a(u,v). Also erfiillt dieses (u, 1) auch (VarPH.a) und ist damit die eindeutige
Losung von (VarPH). O

3 Formulierung als FEM-Problem

Um das Problem (VarPH) mittels Finiter Elemente zu 16sen, muss man endlichdimensionale Unterrdu-
me Xj, <€ X, Mj, ¢ M bestimmen. In diesem Abschnitt sollen zwei Probleme, die eine Approximation
von (VarPH) darstellen, formuliert und die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit einer Losung geklart
werden. Sei zunéchst, in volliger Analogie zu (VarPH), folgendes Problem definiert:

Problem (Qy,). Finde (uy, Ap) € Xj, x My, mit

Y up € Xy alup, vy) + b(vp, Ap) = foVh dx (Qn-a)

Y 1y € My, : b(up, up) =0. (Qn-b)

Man will nun nur noch die Funktionen betrachten, die (Qp.b) von vornherein erfiillen und definiert
Vy = {Vh € Xy, ’ Y up € My : b(vy, up) = 0}

Mit Hinblick auf (2.1), die alternative Definition von H(} (Q), scheint dies eine endlichdimensionale Ap-
proximation von H} () zu sein; im Allgemeinen ist V}, jedoch keine Teilmenge von Hj (), da die gegebe-
ne Bedingung Y uj, € My, : b(vy, 1) = 0 ja maligeblich von der Grof3e von M}, abhidngt. Wére beispiels-
weise My, = {0}, so wire V), = X}, also insbesondere gibe es iiberhaupt keine Stetigkeitsbedingungen
an den Elementgrenzen. Auf dem eingeschrénkten Raum Vj, kann man nun darauf folgendes Problem
formulieren:

Problem (P},). Finde uy, € V), mit

Vvhevh:a(uh,vh)zf fvpdx
Q

Eine Losung von (Qp) liefert immer auch eine Losung von (Py); die Argumentation verlduft analog zum
Beweis von Satz 1; die Umkehrung gilt jedoch nicht immer. Nédheres liefert folgender

Satz 2. Sei

R 1/2
(R vhHa(vh,vh)”Z:(ZfQ Vupr-Vup, dx) (3.1
r=1JQr

eine Norm auf Vy,.



Dann hat

(@) (Py,) eine eindeutig bestimmte Losung uy, € Vy,

(b) (Qy,) genau dann eine eindeutig bestimmte Losung (up, Ap) € Vi, x My, wenn die Bedingung
{pun € My | Y vy € Xy : blvp, up) =0} = {0} (3.2)

gilt.

Beweis. (a) Essollen die Voraussetzungen des Lax-Milgram-Lemmas gezeigt werden, d. h. dass af(.,.)
Vj,-elliptisch ist. V, ist endlichdimensional, d. h. die Norm |.||;, und die von X geerbte Norm ||| x
sind dquivalent, also folgt sofort 3¢ >0:c|| Uh||§( <lvy II% =a(vy, vy).

a ist bilinear und symmetrisch und wenn |.||;, eine Norm ist, ist a auch positiv definit, d. h. ein
Skalarprodukt und es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung: |a(v, w)| < vl - |wl; und wegen
der Normendquivalenz ist dies < C-||v] x - [lwll x fiir ein C > 0. Folglich ist a Vj-elliptisch und nach
Lax-Milgram hat damit (Py) eine eindeutig bestimmte Losung uy, € Vj,.

(b) Sei uy, eine Losung von (Py,). uy, 16st damit zumindest (Qp.b), es bleibt dann noch zu zeigen, dass
es ein eindeutig bestimmtes 15, € M}, gibt mit

Y€ Xy:bvp Ay :f fvp dx—a(up, vp)
Q

Dies kann man als lineares Gleichungssystem Af = ¢ der Grofe (dim X},) x (dim My,) auffassen,
mit a;; = b(x;,mj) und ¢; = fQ fxi dx—a(uy, x;), wobei die x; und m; Basiselemente von X}, bzw.
M}, sein sollen. Nun ist die Menge aus (3.2) isomorph zum Kern von A, denn fiir uj, = ¥ ; ;m; gilt
Yvp e Xy :b(vy, 1p) =0<=>Aﬂ=5.

A hat genau dann eine eindeutige Losung, wenn rank A = dim Mj,. Nun ist (3.2) dquivalent zu
dimker A =0, und dies ist wegen dim M}, = dimker A+ rank A = rank A dquivalent zur eindeutigen
Losbarkeit von A und damit zu Existenz und Eindeutigkeit von A,.

O

4 Bedingungen an FEM-Rdume

Im vorherigen Abschnitt wurden FEM-Analogien zum Problem (VarPH) aufgestellt und Bedingungen
genannt, unter denen eindeutige Losungen existieren. Nun sollen diese Anforderungen konkretisiert
werden, d.h. es sollen Kriterien genannt werden, so dass X; und M}, die Bedingungen (3.1) und (3.2)
erfiillen.

Sei Q eine beschrinkte, polyedrische Teilmenge des IR” und Tj, eine Triangulierung von Q, so dass VK €
Ty, : diam(K) < h. K sei ein festes Referenzelement (z. B. das Dreieck (0,0), (0,1), (1,0)), so dass jedes
K € Ty, das Bild einer affin linearen Abbildung Fy : K — K ist.! Gesucht sind nun Funktionsriume

PcH'(® und ScI?0K)
auf diesem Referenzelement, die als Grundlage fiir X; und M}, dienen kénnen.

¢ Sei Py der Raum der Polynome auf IR” vom Grad < k.

e Sei S r der Raum der Funktionen auf oK, die auf jeder der (n — 1)-dimensionalen Seiten von K
Polynome vom Grad < k sind (aber an allen Seiten kleinerer Dimension, z. B. Eckpunkten eines
Dreiecks oder Kanten eines Tetraeders, keinerlei Stetigkeitsbedingungen geniigen miissen).

* Sei T die Menge der Funktionen in Sy, die stetig sind.

Lprinzipiell ist es auch méglich, nichtlineare Abbildungen Fi zu verwenden, beispielsweise um einen gekriimmten Rand von
Q zu approximieren; die entsprechenden Elemente heilen dann Isoparametrische Elemente, siehe z. B. [Bra97].



An P seien jetzt folgende Forderungen gestellt:

PrcPfireink=1 4.1)
chﬁwk' wobei 13|af<5={”|616| ve P} 4.2)

Dann sei mit Px := {v € H'(K)| v = Do F¢', 0 € P} die Menge der auf K ,hochgezogenen*“ Funktionen
von P bezeichnet und es sei
Xp:={ve*(Q)| VK€ Ty: vk € Pk} (4.3)

der Ansatzraum der ,elementweisen P-Funktionen®, die an den Elementgrenzen keinerlei Stetigkeits-
bedingungen erfiillen. Es muss wieder mittels des Spuroperators der Wert auf ,beiden Seiten“ einer
Dreieckskante ermittelt werden, auf der Kante selbst ist die Funktions nicht festgelegt.

§ soll folgende Bedingungen erfiillen:
SpcSfireinm=0 (4.4)
VaeSy:a-Sc§ (4.5)
S besteht also mindestens aus den Funktionen auf dem Referenzelement, die auf jeder (17— 1)-dimensio-
nalen Seite konstant sind und ist aullerdem abgeschlossen gegeniiber der Multiplikation mit diesen

seitenweise konstanten Funktionen. Sei mit Spx := {p € L?(0K) | = fioF Igl,ﬂ € §} die Menge der auf 0K
,hochgezogenen“ Funktionen von $ bezeichnet und es sei

My, = {y € H Sox ’ M1 = —H2 |k auf K’ := 0K; N K>, falls K3 und K» benachbart in Th} (4.6)
KeTy,

der Raum der auf den Elementgrenzen definierten S-Funktionen.

Um die obigen Forderungen an P und § zu rechtfertigen, soll nun der Zusammenhang zwischen diesen
Forderungen und den Bedingungen fiir die Lésbarkeit von (Py,) und (Qp,) hergestellt werden.

Lemma2. (4.4) (S;, < Sﬁ'ir einm = 0) impliziert (3.1) (a(.,.) induziert eine Norm |.|l;, auf Vy,)
Beweis. Zu zeigen ist: ||vyll;, = 0 = vy, = 0. Dies geschieht bei [RT77] durch Konstruktion eines konkre-
ten, seitenweise konstanten uy, so dass aus der (durch | v, ||, = 0 implizierten) elementweisen Konstanz

von vy durch die Forderung b(vy, uj) = 0 auch vy, = 0 folgt, dhnlich zum Beweis des Korollars aus Lem-
ma 1. O

Die sehr einfach zu erfiillende Bedingung (4.4) sichert also bereits eine eindeutige Losung des Problems
(Py). Ist man an der Losung von (Qy,) interessiert, hilft folgendes
Lemma 3.

{phe§|theP:faf(uhuhdy:o}:{O} 4.7)
impliziert (3.2), d. h. {up € My | Y vy, € Xp : b(vp, pp) = 0} = {0}.

Beweis. Bei [RT77] durch ,Hochziehen“ auf Pgx bzw. Sjx mittels F Igl und entsprechendes Anwenden auf
alle K € Ty,. O



5 Beispiel: Dreieckselemente im IR?

Sei im Folgenden Q c IR? und K ein Dreieck mit Eckpunkten ay, a, as. Es soll jetzt ein konkreter Funk-
tionsraum bestimmt werden, in dem (Qy) geldst werden kann. Dafiir muss (4.7) erfiillt sein und dies
sichert folgendes

Lemma 4. Sei K ein Dreieck und k =1 und m = 0 zwei ganze Zahlen. Die Bedingungen
neS, und VveTk:fA;wdyzo (5.1)
oK

implizieren u = 0 genau dann, wenn

. { m+1 falls m gerade 5.2)

m+2 falls m ungerade.

Beweis. Die Idee des Beweises ist es, das Integral [,z pv dy vom Grad < 2k—1 aufjeder Kante durch eine
Quadraturformel durch Auswertung an den entsprechenden k + 1 Gaul3-Lobatto-Punkten pro Kante zu
berechnen. Es folgen Bedingungen an die Funktionswerte an den 3k GauR-Lobatto-Punkten auf 9K und
daraus dann der Minimalgrad, den eine Funktion in Tk haben muss. Die ausfiihrliche Version findet sich
bei [RT77]. O

Die Aussage des Lemmas ist ziemlich stark, denn man bekommt aus der Wahl der richtigen Polynom-
grade iiber (4.7), (3.2) und Satz 2 direkt die Existenz einer eindeutigen Losung von (Qp). Im Folgenden
sollen die einfachsten Dreieckselemente, die (5.2) erfiillen, untersucht werden.

Sei k = 1 ungerade. Wahle p:= P und $:=8§ k-1 (also m = k—1), dann existiert nach obigen Ausfiihrun-
gen eine eindeutige Losung (uy, Ap,) € Xp, x My, von (Qp). uy, ist dann auch Lésung von (Py,) und damit in
Vj,. Es soll nun eine Charakterisierung dieses Raumes V}, mit Bezug auf X} vorgenommen werden.

vp € Xp ist genau dann in Vy,, wenn YV uj € My, : b(vy, pp) = 0. Dies ist quivalent zu:

(a) Fiir ein benachbartes Paar (K7, K2) von Dreiecken und ihre gemeinsame Kante K’ ist
Ve Sok, 1/1(,1111%,1 dY+j;<,(—#1)Uh,2 dy=0

Da Sk, nach der Wahl von § auf jeder Dreieckskante ein Polynom (k — 1)-ten Grades ist, ist dies
das gleiche, als wenn die Aussage fiir alle Polynome (k — 1)-ten Grades auf dem IR” gelten muss.
Daher ist die obige Aussage dquivalent zu:

Ve Pry ifK,ll(Uh,l— Vp2) dy =0

(b) Fiir ein Dreieck K mit einer Seite K’ auf dem Rand T ist analog

Ve P, 3fK,:“VhIKdY=0~

In beiden Féllen ist der Integrand ein Polynom vom Grad hochstens 2k — 1 und das Integral kann damit
durch Auswertung an den k GauB3-Legendre-Punkten berechnet werden. Soll ein Polynom (2k — 1)-ten
Grades auf einem Intervall das Integral 0 haben, muss es an den k Gaul3-Legendre-Punkten dieses In-
tervalls den Wert 0 haben. Folglich ist die obige Integralformulierung dquivalent zu:

(@) vy, ist stetig auf den jeweils k GauB3-Legendre-Punkten aller Kanten von 7T} in Q
(b) vy verschwindet auf den jeweils k Gau3-Legendre-Punkten aller Kanten von T} auf I'

Die genannten Eigenschaften charakterisieren also die Funktionen in V}, es ist aber noch nicht geklart,
ob dies tatsdchlich auch alle Freiheitsgrade sind. Fiir k = 1 ist dies sicherlich der Fall, denn die insgesamt
drei Gaul$-Legendre-Punkte auf den Dreieckskanten reichen aus, um eine lineare Funktion innerhalb ei-
nes Dreiecks vollstdndig festzulegen. Das Dreieckselement dieser Form heil§t Crouzeix-Raviart-Element
oder nichtkonformes P; -Element und ist examplarisch in Abb. 1 abgebildet.



Abbildung 1: Das Crouzeix-Raviart-Element: Freiheitsgrade (links) und Beispiel fiir Elemente (rechts)

Fiir groBere k konnte es aber durchaus sein, dass es zwei Funktionen in V}, gibt, die auf den GauR-
Legendre-Punkten aller Kanten die gleichen Werte haben, im Innern aber voneinander verschieden
sind. Dies ist auch der Fall:

2k
i=k+1
und {bi}?fzkﬂ die Gaufs-Legendre-Punkte auf den Kanten [ay, ay], [ay, as] bzw. [as, a1]. Dann ist{bi}?fl
eine unisolvente Menge fiir Ty, d. h. fiir eine Menge von Skalaren {a,-}f?fl gibt es genau eine Funktionve T

mitVi=1,...,,3k:v(b;) =a;.

Lemma 5. Sei k eine ungerade ganze Zahl. Seien ay, ay, as die Eckpunkte von K und {bi}le, {b;}

Des Weiteren gilt fiir k = 3, dass {bi}ﬁ\g‘)

{bi}ﬁ (3ch)€ 41 €ine beliebige unisolvente Menge fiir Py sei.

eine unisolvente Menge fiir Py, ist, wobei N(k) = " &2 3

Beweis. Bei [RT77]. O

Dieses Lemma fiihrt also zu einer Moglichkeit, fiir k = 3 eine Pi-unisolvente Menge zu bestimmen.
Fiir k = 3 beispielsweise nimmt man eine beliebige Py-unisolvente Menge, d. h. einen Punkt innerhalb
des Dreiecks, nimmt die insgesamt 9 Gaul3-Legendre-Punkte auf den Dreieckskanten hinzu und erhilt
N(3) = 10 Punkte, die nach dem Lemma die Freiheitsgrade von Py bestimmen.

6 Fehlerabschitzung

Nach den beschriebenen Dreieckselementen soll nun noch eine Abschétzung fiir den Fehler u—u, nach
der allgemeinen Theorie von Kapitel 3 und 4 gegeben werden.

Satz 3. Sei X, c X, M c M und |.|, = a(., )" eine Norm auf V. Sei (u,A) € X x M die eindeutig be-
stimmte Losung von (VarPH). Dann gilt fiir die Losung uy, € Vi, von (Py,) die folgende Fehlerdarstellung:

2
b(vp, A —

(6.1)
HEMp yy eV, lvplly

2
2 .
Ilu—uhllh=( inf IIu—thIh) +
vReV)

Beweis. Sei mj, der Operator, der u a-orthogonal auf V}, projiziert, d.h. Y vy, € Vy, : a(u—mju,vy) =0.
Dann gilt

IIu—uhlli =alu—up,u—up)=alU—TpU+TpU— Up, U—TRU+ T U — Up)
=a(u-npu,u—nmpu)+2(U—TpUu, TpUu—up) +alTpu— Uy, TrUu— Uy)

2 2
=lu—-mpuly, +lwpu—uply,

mpuist die a-Orthogonalprojektion von u, minimiert also unter allen Elementen aus Vj, den Abstand zu
u beziiglich der von a induzierten Norm:

lu—mpully,= inf llu—wvyly,
vREV),



Dies ergibt den ersten Teil von (6.1). Betrachte nun das lineare Funktional L {iber V}, gegeben durch
L(v) = a(mwpu — up, v). Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz gibt es genau ein y € Vj, so dass L(v) =
a(y, v) (natiirlich 7j,u — uy, selbst) und es ist ILlly, = [ 7], Daraus folgt:

IL(vp)l _ a(mpu—up, Vp) _ a(u—up, Vp)

lmpu—uplly,=ILIy = sup =
e peevy IRl vpev, lvnly vev,  lvnly

Nach (VarPH.b) und den Definitionen von Vj, bzw. einer Losung von (Py,) erhélt man
Yo, eV Vupe My:alu—upvy) =—-bvy, A—up)

Wegen der Linearitdt von b ist sup,,, —b(vp, A — pp) = sup,, b(vy, A — pp) und man erhélt

b(vp, A —up)
Yup€Mpy:lnpu—uply, = sup L2 Bhl
vevy  lvnly
Da dies fiir alle uj, gilt, kann man noch inf,, ¢, davor schreiben und erhélt die Behauptung. O

Im Folgenden soll nun immer eine regulidre Familie 9 := {T}} von Triangulierungen von Q betrachtet
werden, d. h. es gibt ein von & unabhéngiges o > 0, so dass
h
VT, €J :max KXo
KeTy, Ok
Dabei sei hg := diam(K) und px der Radius der gré8ten K einbeschreibbaren Kugel (z. B. Inkreisradius
fur n=2).

Fiir ein ¢ € H?(Q) sei ¢ € M definiert durch wg = ;l—";, d.h. die Normalenableitung von ¢ auf jedem
Dreieck K. Im Hinblick auf die geplante Fehlerabschitzung soll dabei ¢ fiir eine exakte Losung u stehen

und v fiir den entsprechenden Lagrange-Multiplikator; dies ist zwar nicht immer so gegeben, trotzdem
bw,y—pp)

soll zundchst eine Abschdtzung fiir infy,, e, sup e x = o

gefunden werden.

Lemma 6. Sei I eine reguldre Familie von Triangulierungen und zu jeder solchen Triangulierung Ty,
sei ein Raum M), gegeben,der wie in (4.6) definiert sei. Sei S, S fiir ein m = 0 und ¢ € H'*'(Q) mit
1<1<m+1. Dann gibt es eine von h unabhdingige Konstante T > 0, so dass

b,y —

tneMppex vl |(pil+1'0

Beweis. Bei [RT77]. O

Nun kann man die beiden letzten Resultate kombinieren und erhélt:

Satz 4. Sei 9 = {T},} eine reguldre Familie von Triangulierungen mit jeweils zugeordneten Rdumen Xy,
und My, nach (4.3) bzw. (4.6). Sei Sy, < S fiir ein m = 0 und Py < P und Ty, < P s, fiir ein k = 1. Die Losung
u von (Var) sei in H*1(Q) n H(} (Q) mitl+1-% >0 und1 << min(k,m+1). Dann gibt es eine von h
unabhdingige Konstante T > 0, so dass

lu—uplly < T-h'-luli o (6.3)

Beweis. In [RT77] wird zunéchst eine bekannte Fehlerabschétzung fiir den Unterraum Wj, < Vj, der ste-
tigen, elementweise polynomiellen Funktionen, die auf I' verschwinden, zitiert. Unter den genannten
Voraussetzungen gilt mit |v],,q := ¥ q1=p Jq ID” v dx:

. !
inf [u—wplhig=c-h-lulii0 (6.4)
wh€Wh

fiir eine von h unabhéngige Konstante c;. Weil W), < V}, kann die Bestapproximation beziiglich ||.|;, in
Vj, an u nicht schlechter sein als die in W), (man kann diese wegen W), c H(} (Q) berechnen) und wegen

‘V’wh€WhlIIWhIIi=a(wh,wh)=2fQ Vwy -Vwy =Y fQ|Dawh|2=|wh|1,9
r T

lal=1



gilt

. . 1
inf lu-vplly< inf lwplig<ci-h -lulj0
VhEVh wh(—:Wh

Wendet man nun Lemma 6 auf ¢ = u und ¢ = A an, erhilt man

b(vp, A —
inf sup b A= ptn) <c-hlluli g (6.5)
My yev,  llvplly
Die Behauptung folgt dann durch Einsetzen von (6.4) und (6.5) in die Aussage von Satz 3. O

Nun kann man unter Verwendung der verallgemeinerten Poincaré-Friedrich’schen Ungleichung, nach
der Y vy, € Vi, : llvplly < cllvplly, gilt, mit einer anderen Konstante T' wie folgt abschitzen:

lu—uplpz < T h' ulio o
Fiir konvexe Gebiete erhdlt man nach [RT77] mittels der Aubin-Nitsche-Dualitdtstechnik sogar
lu—unllpe < Tl g

Dies ist zwar von der Ordnung her nicht besser als die Resultate fiir konforme Elemente, jedoch wird
man auf einem festen Gitter unter Verwendung von nichtkonformen Elementen immer bessere Ergeb-
nisse erhalten als mit den entsprechenden konformen Elementen vom gleichen Grad. Dies ist aber auch
nicht verwunderlich, da die nichtkonformen die konformen Elementfunktionen als Teilmenge enthal-
ten und in der Regel mehr Freiheitsgrade aufweisen. Fiir eine echte Vergleichbarkeit miisste man daher
nicht nur die Ordnung in Abhéngigkeit von i berechnen, sondern auch in Abhéngigkeit der Freiheits-
grade, die die GroRe des zu l6senden linearen Gleichungssystems bestimmen.
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