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Zusammenfassung

Verallgemeinerte baryzentrische Koordinaten sind ein wichtiges Hilfsmittel in der Geome-
trieverarbeitung, Numerik und Computergrafik. Ihre Anwendungen reichen von der Interpo-
lation von auf einem Gebietsrand gegebenen Daten bis hin zur Deformation komplexer 3D-
Geometrien. Harmonische Koordinaten sind dabei aufgrund besonderer analytischer Eigen-
schaften eine beliebte Wahl.

In dieser Arbeit wird zunéchst ein Uberblick iiber die vielfiltigen Anwendungsbereiche ba-
ryzentrischer Koordinaten und bekannte Eigenschaften harmonischer Funktionen gegeben.
Im Anschluss werden nach einer kurzen Vorstellung populérer gitterbasierter Losungsverfah-
ren vor allem solche Verfahren beleuchtet, fiir die kein Gitter im Rechenbereich erzeugt wer-
den muss; dabei wird der Fokus auf die Anwendbarkeit zur Berechnung harmonischer Ko-
ordinaten gelegt. Die vorgestellten Verfahren werden im Hinblick auf verschiedene Aspekte
(u. a. Laufzeit, Speicherverbrauch) analysiert und verglichen.

Der wesentliche Beitrag dieser Arbeit besteht in der Prasentation und Evaluation verschie-
dener Verfahren in einem einheitlichen Rahmen. Neben den theoretischen Grundlagen jeder
Methode wird das notige Wissen vermittelt, um eine prototypische Implementierung vorneh-
men zu kénnen. Es werden weiterhin die Ahnlichkeiten zwischen den vorgestellten Verfahren
aufgezeigt und Empfehlungen fiir die Wahl eines konkreten Verfahrens vor dem Hintergrund
verschiedener Problemparameter gegeben.
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Eigener Beitrag

Harmonische baryzentrische Koordinaten haben vielfdltige Anwendung in der Geometrie-
verarbeitung, Numerik und Computergrafik. Sie sind Lésungen des Laplace-Problems mit
Dirichlet-Randbedingen und werden als solche hiufig mit der Finite-Elemente-Methode be-
rechnet. Damit sind jedoch Probleme verkniipft, beispielsweise die Schwierigkeit, stetig dif-
ferenzierbare Losungen zu berechnen, oder die Notwendigkeit, ein Gitter im Rechenbereich
zu erstellen. Gitterfreie Methoden erzeugen glatte Losungen im Rechengebiet und benétigen
dabei hochstens ein Gitter auf dem Rand dieses Gebietes.

Diese Arbeit versteht sich als breit angelegte Referenz zum Thema harmonische Koordinaten
mit einem Schwerpunkt auf der Berechnung derselben durch gitterfreie Verfahren. In einem
einheitlichen Rahmen werden

* Anwendungszwecke verallgemeinerter baryzentrischer Koordinaten,

e analytische Eigenschaften harmonischer Funktionen,

e etablierte gitterbasierte (Finite-Differenzen-, Finite-Elemente-Methode) und

* weniger etablierte gitterfreie Verfahren (Methode der Fundamentall6sungen, komplex-
wertige Randelementmethode, Randelementmethode, Szeg6-Integralgleichungsmetho-
de)

vorgestellt. Dabei wird Wert darauf gelegt, einen Pfad vom theoretischen Fundament und
Existenzsédtzen im glatten Fall bis hin zu einer prototypischen Implementierbarkeit zu legen.
Eine umfangreiche Literaturliste ermdoglicht das Nachlesen der Grundlagen oder die Vertie-
fung in ein bestimmtes Gebiet.

Zwei der vorgestellten Verfahren, die Methode der Fundamentallosungen und die Szeg6-Inte-
gralgleichungsmethode, wurden im JAVAVIEW-Framework implementiert, um die Deformati-
on von 2D-Geometrien mittels harmonischer Koordinaten zu erméglichen.

Die Szeg6-Integralgleichungsmethode (SIEM) hat eine funktionentheoretische Basis und war
bisher auf glatt berandete Gebiete beschriankt, da dort Kernfunktionen eine wichtige Rolle
spielen, die an den Ecken eines Polygons singuldr werden. In dieser Arbeit ist die SIEM erst-
malig auf ein polygonal berandetes Gebiet {ibertragen worden, wobei durch die Wahl der
Quadraturpunkte in der Nystrom-Methode die Behandlung unstetiger rechter Seiten und auf-
tretender Singularitdten ermdoglicht wurde.
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1 Baryzentrische Koordinaten in der Geometrieverarbeitung

1.1 Klassische Baryzentrische Koordinaten

Baryzentrische Koordinaten sind ein von AUGUST FERDINAND MOBIUS (1790-1868) im Jahre
1827 eingefiihrtes Hilfsmittel, um einen Punkt, der sich in einem im R eingebetteten Drei-
eck befindet, nicht iiber seine kartesischen Koordinaten zu beschreiben, sondern iiber seine
relative Position in Bezug auf die Ecken des Dreiecks.

Im Allgemeinen lassen sich fiir einen (n — 1)-Simplex T < R4, also die konvexe Hiille von n
Punkten v,...,v, im R? in allgemeiner Lage, in eindeutiger Weise Koordinatenfunktionen
Y1,...,Wn: T —Rfinden,sodassfiirallepe T

p=)Y wilp) v 1.1)
i=1

gilt. (W1(p), ..., wa(p)) € R heiBen die baryzentrischen Koordinaten von p in Bezug auf T. Die
Funktionen v; sind auf T linear, nicht-negativ und eine Teilung der 1. Bekanntestes Beispiel
und gleichzeitig Namensgeber diirfte der Schwerpunkt (Baryzentrum) eines Dreiecks sein,
der die baryzentrischen Koordinaten (1/3,1/3,1/3) besitzt.

Die Darstellung (1.1) von p ist insbesondere bei der numerischen Behandlung im Computer
héufig von Vorteil, da sie inhdrent die Information , p befindet sich in T* besitzt und diese
somit — im Gegensatz zur Speicherung kartesischer Koordinaten — auch beim Auftreten nu-
merischer Rundungsfehler erhalten bleibt. Andererseits kann man diese relative Darstellung
auch nutzen, um an den Ecken v; gegebene Werte f; linear zu interpolieren:

E(p):=) wi(p)-fi (1.2)
i=1

i=
Die f; konnen dabei aus einer konvexen Menge X eines beliebigen R-Vektorraums stammen.
Damit erhélt man eine Vielzahl von Anwendungsmaoglichkeiten:

* Beleuchtung von 3D-Geometriemodellen: Beim Shading von 3D-Geometrien im Com-
puter ergibt sich die Farbe bzw. Helligkeit eines Punktes aus dem Winkel zwischen Fl&-
chennormale und Betrachtungsrichtung. Da die Normale auf einer triangulierten Fla-
che unstetig ist, fiihrt dies auch zu unstetigen Farbwerten (Abbildung 1a).

Beim Gouraud-Shading [Gou71] werden an den Ecken der Triangulierung berechne-
te Farbwerte mittels baryzentrischer Koordinaten nach innen transportiert; so ist ein
stetiger Farbverlauf auf der Flache gewihrleistet (Abb 1b).

Beim Phong-Shading [Pho75] werden stattdessen die an den Ecken gegebenen Norma-
len des Modells interpoliert, so dass an jedem Punkt eines Dreiecks eine eigene Farbe
ausgerechnet werden kann. Dadurch werden auch bei niedriger Anzahl von Dreiecken
harte Kanten im gerenderten Bild vermieden (Abbildung 1c).

d: Dimension des
umgebenden Raumes

T: Simplex
v1,..., UV, Eckenvon T
p: Punkt im Simplex

¥ ;i(p): Koordinaten
von p

fi: Funktionswert an
Ecke v;

X: Bildraum der zu
interpolierenden
Daten
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(a): Flat-Shading: In jeder Fla- (b): Gouraud-Shading: Farben (c): Phong-Shading: Normalen
che ist die Farbe konstant. werden linear interpoliert. werden linear interpoliert.

Abbildung 1: Verbessertes Shading durch Interpolation mit baryzentrischen Koordinaten [Sal].

e Gittergenerierung: Es ist einfach moglich, wie folgt ein gleichmélliges Gitter in T zu
erzeugen. Jeder Punkt (a1,...,a@,) € R auf dem (n — 1)-Einheitssimplex reprasentiert
tiber die Darstellung p, := Zl’.l: L @; - v; einen Gitterpunkt in 7. Hat man also ein Gitter
(d. h. Punkte und kombinatorischer Zusammenhang) auf dem (7 — 1)-Einheitssimplex,
so induziert dies sofort ein Gitter auf einem beliebig eingebetteten geometrischen Sim-
plex gleicher Dimension, siehe Abbildung 2.

a3

(a): Gitter auf dem Einheits- (b): Auf einem beliebig eingebetteten geo-
simplex. metrischen Simplex induziertes Gitter.

Abbildung 2: Gittergenerierung durch baryzentrische Koordinaten

e Multivariate Polynome: Baryzentrische Koordinaten kénnen genutzt werden, um eine
Basis fiir den Raum der Polynome g-ten Grades zu berechnen. Die klassischen Bern-
stein-Polynome (nach SERGEI NATANOWITSCH BERNSTEIN, 1880-1968) vom Grad g auf
einem 1-Simplex (auf einer tiber ¢ € [0, 1] parametrisierten Strecke) haben die Form

8.k -k
Bi(t)=(k)-t (1-p¥ P

fiir 0 < k < g, siehe Abbildung 3. Sie stellen eine Basis der Polynome vom Grad < g dar.

Dies kann man auf héherdimensionale Sigplizes verallgemeinern [Far02]. Dazu ver-
wendet man die Multiindex-Schreibweise k = (ki,..., k), identifiziert einen Punkt p
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1+ 1 14

0 T 0 T 0 T
0 1 0 1 0 1
(@): B3(1) = (1-1n? (b): BZ(1)=2-1-(1-1) (): BZ(1) = 1?

Abbildung 3: Bernstein-Polynome vom Grad 2 auf dem Intervall [0, 1].

mit seinen baryzentrischen Koordinaten ¢ = (w1(p),..., ¥ ,(p)) und definiert analog
zu oben die multivariaten Bernstein-Polynomevom Grad g als

8\ &4 &
Bg» =|—]" St
() (k) i:]_[luf,

fiir 7' | k; = g, wobei unter (Tg{) der Multinomialkoeffizient % verstanden sein
- i=1 i)
soll. Sie stellen eine Basis der Polynome vom Grad < g auf T dar. Die so erhaltenen

Basisfunktionen kann man z. B. verwenden, um Bézier-Fldchen zu berechnen.

Fiir g =2 und T ein Dreieck erhilt man die Bernstein-Polynome wie in Abbildung 4.
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Abbildung 4: Bernstein-Polynome vom Grad 2 auf einem Dreieck.
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n: Anzahl Ecken von T
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1.2 Verallgemeinerte Baryzentrische Koordinaten

Wenn es sich bei T nicht mehr um einen Simplex handelt, sondern um ein beliebiges Poly-
top! mit n Ecken im R¢, ist die Losung fiir das Problem

n
p=2 vilp)-vi (1.3)
i=1
nicht mehr eindeutig. Eine Méglichkeit, einen einfachen Satz an solchen verallgemeinerten
baryzentrischen Koordinaten fiir ein p € T zu erhalten, besteht darin, T zu triangulieren,2
d.h. in Simplizes {71,...,7n} zu partitionieren, und fiir den p enthaltenden Simplex 7; die
klassischen baryzentrischen Koordinaten zu berechnen.® Zum Einen ist eine solche Triangu-
lierung aber nicht eindeutig, zum anderen sind die entsprechenden Koordinatenfunktionen
auf T i. A. nicht mehr stetig. Andere Methoden, solche Koordinaten zu definieren sowie dar-
aus resultierende Eigenschaften werden im Abschnitt 1.3 vorgestellt.

Die Anwendungen verallgemeinerter baryzentrischer Koordinaten basieren wiederum auf In-
terpolation wie in (1.2) und enthalten natiirlich die Anwendungen klassischer Koordinaten
als Teilmenge, bieten aber noch mehr:

e Deformation: Eine Anwendung, die in der Geometrieverarbeitung eine wichtige Rol-
le spielt, ist die Deformation von Geometrien, vgl. [DMJ"07, WBCG09, LLCO08]. Dazu
wird um eine (grof3e) Punktmenge S c R4 ein (einfacher) polytoper ,Kéfig“ T gelegt
und fiir jedes p € S die baryzentrischen Koordinaten v ;(p) mit Bezug auf die Ecken
von T berechnet. Wird nun 0T durch eine Abbildung v; — v;. deformiert, induziert dies
iiber

n
p— vilp)-v;
i=1

auch eine Deformation des Inneren von T, also insbesondere von S.

Damit kann beispielsweise der Benutzer einer 3D-Animationssoftware komplizierte
Geometrien mit vielen Punkten verformen, muss die Deformation aber nur an den we-
nigen Punkten des Kéfigs vorgeben, vgl. Abbildung 5.

Verglichen mit Deformationstechniken, die mit einer konkreten Flédche arbeiten, indu-
ziert die Methode der baryzentrischen Koordinaten eine Deformation des gesamten
eingeschlossenen Volumens, so dass z. B. beim Modellieren in einem Programm eine
niedrig aufgeldste Version des Modells verwendet werden kann, beim Rendering die
gleiche Deformation aber auch auf eine entsprechende hoch aufgeldste Version (eine
sog. Subdivisionsfliche) angewendet werden kann.

! Ein k-Polytop ist in dieser Arbeit eine offene, einfach zusammenhingende, nicht notwendigerweise konvexe
Teilmenge des R,

2 In dieser Arbeit wird versucht, so selten wie moglich eine Beschriankung auf eine bestimmte Dimension vorzu-
nehmen. Mit Triangulierungen sind beispielsweise immer verallgemeinerte Triangulierungen gemeint, also auch
die Partitionierung eines 3-Polytops in Tetraeder.

3 In OpenGL wird das Shading von GL_QUAD- und GL_POLYGON-Primitiven genau so umgesetzt.
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(a): Original-Geometrie mit Kifig (b): Deformierte Geometrie mit Kéfig

Abbildung 5: Eine punktbasierte Geometrie wird verdndert, indem der grob aufgeldste Kifig
verdndert und iiber baryzentrische Koordinaten eine Deformation des eingeschlossenen Ge-
bietes induziert wird.

e Basisfunktionen fiir Finite-Elemente-Methoden: In der Finite-Elemente-Methode (sie-
he auch Abschnitt 3.2) zerlegt man das Rechengebiet in eine Menge von Gitterelemen-
ten — in der Regel simplizialer Natur — und berechnet in einem festgelegten Funktio-
nenraum auf jedem dieser Elemente die Koeffizienten der entsprechenden Basisfunk-
tionen, die dann eine Losung auf dem gesamten Rechengebiet bestimmen.

Bei topologischen Anderungen des Rechengebiets, beispielsweise der Simulation von
Rissen oder adaptiver Verfeinerung, muss jedoch ein Remeshing durchgefiihrt werden,
was vor allem im Fall d = 3 zu einer komplexen Aufgabe werden kann, wenn dabei be-
stimmte Formkriterien an die einzelnen Elemente erfiillt werden miissen. In [WBGO07]
wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem allgemeine konvexe Polyeder als Gitterelemen-
te eingesetzt werden kdonnen, auf denen baryzentrische Koordinatenfunktionen als Ba-
sisfunktionen verwendet werden. In [MKB™ 08] wird das Verfahren dahingehend erwei-
tert, harmonische Koordinatenfunktionen zu verwenden, so dass auch nicht-konvexe
Elemente verwendet werden kénnen.

* Bestimmung eines intrinsischen Abstandsmalles: Die Berechnung des Abstandes zwei-
er Punkte p, g in einem Polytop T, definiert tiber die Lange ihrer kiirzesten Verbindung,
ist schon fiir (nicht-konvexe) Polyeder NP-schwer. Man kann aber tiber verallgemeiner-
te baryzentrische Koordinaten ein alternatives intrinsisches Abstandsmalf$ definieren,
vgl. [RLF09].

Dabei wird T c R? {iber eine Abbildung v; — v; auf den Ecken in einen héherdimen-

sionalen Raum R¥ eingebettet. Dies induziert fiir Punkte im Innern von T iiber die ba-
ryzentrischen Koordinaten ebenfalls eine Abbildung, analog zur oben beschriebenen
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Deformation. Jetzt definiert fiir zwei Punkte p, g € T der euklidische Abstand

Y wilp)-vi- Y wilqg) v

i=1 i=1

ein Abstandsmal auf T, das tatsdchlich den Forderungen einer Metrik entspricht.

°
p
)%
®
°
q
(a): Lage der Punkte im Ur- (b): Lage der Punkte im eingebetteten Polygon
sprungspolygon

Abbildung 6: Berechnung eines intrinsischen Abstands mit Hilfe baryzentrischer Koordinaten
(Grafik nach [RLF09])

e Gittergenerierung: Im Abschnitt 1.1 wurde zu einem Punkt (a;,...,a,) auf dem (n —1)-
Einheitssimplex (d.h. Y} ; ¢; = 1, @; = 0) ein entsprechender Punkt auf einem im R4
eingebetteten (n — 1)-Simplex berechnet, um dartiber ein Gitter zu erzeugen.

Analog kann auch in einem beliebigen Polytop mit n Ecken aus einem Tupel (a4, ..., a;)
mit ) ;a; = 1 und a; = 0 ein Punkt berechnet werden, einen Satz verallgemeinerter
baryzentrischer Koordinatenfunktionen v; vorausgesetzt. Dafiir muss derjenige Punkt
po mit den baryzentrischen Koordinaten a gefunden werden, d.h. ~!(a) berechnet
werden. Ein solches Verfahren kdnnte beispielsweise verwendet werden, um ein Gitter
mit bestimmten Eigenschaften fiir ein numerisches Verfahren zu erzeugen.

Wie erwdhnt, sind die Koordinatenfunktionen y; nicht mehr eindeutig bestimmt, wenn T ein
beliebiges Polytop ist. Dies fithrt zu der Frage, welche Kriterien an , gute“ Koordinaten gestellt
werden miissen, um den Anforderungen der (auf Interpolation basierenden) Anwendungen
gerecht zu werden.

Sei im Folgenden T ein k-Polytop, k = 2, dessen Rand 4T nur aus (k — 1)-Simplizes besteht.*
Seien weiter fj,..., f, an den Ecken vy,..., v, von T gegebene Daten und die Funktion F {iber
Interpolation dieser Daten wie in (1.2) definiert.

4 Dies sind z. B. ein Polygon, Tetraeder, Ikosaeder, aber z. B. kein Wiirfel.
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Die Erwartungen an eine ,verniinftige“ Interpolationsmethode sind mindestens:

Al. Um mit dem Wertebereich von F innerhalb der am Rand vorgegebenen Interpolations-
werte zu bleiben, sollte das Maximumprinzip gelten, d. h.

min|fl~| < inf|F(p)| Ssup|F(p)| Smax|f,~|
peT peT

A2. F sollte tatsdchlich die Randwerte interpolieren, d. h.

plEl}i F(p)=fi

A3. F sollte mindestens stetig sein.

A4. Lineare Funktionen sollten auch linear interpoliert werden, um iiberhaupt (1.3) erfiil-
len zu kénnen.

Daraus ergeben sich direkt notwendige Bedingungen an die Koordinatenfunktionen v ;:

1. VpeT:0=sy;(p)=1

\S)

cpi(v) =065
3. w; muss mindestens stetig sein.

4. VpeT: ¥ wi(p) G(v;) = G(p) fiir jede affin lineare Funktion G
In [FHKO06] werden aus den genannten Anforderungen noch weitere Bedingungen an , ver-
niinftige“ baryzentrische Koordinatenfunktionen abgeleitet. Beispielsweise lassen sich unte-
re und obere Schranken auf T sowie die Linearitdt solcher Funktionen auf jeder Seite von 0 T
zeigen.

1.3 Harmonische Koordinaten

Im Laufe der Zeit wurden verschiedene Methoden entwickelt, die Koordinatenfunktionen zu
wihlen. Unter den bekanntesten sind:

* Wachspress-Koordinaten [Wac75, War96]

e Mean-Value-Koordinaten [Flo03, JSWO05]

e Harmonische Koordinaten [DM06, DMJ*07]
* Maximum-Entropy-Koordinaten [HS08]

e Green-Koordinaten [LLCOO08]

e Cauchy-Koordinaten [WBCGO09]



6;j: Kronecker-Delta
A: Laplace-Operator
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Die beiden letztgenannten sind keine baryzentrischen Koordinaten im urspriinglichen Sin-
ne: Green-Koordinaten verwenden neben Gewichten fiir die Ecken auch Gewichte fiir die
Flachennormalen von T. Cauchy-Koordinaten hingegen verwenden komplexwertige statt re-
eller Gewichte, sind jedoch nur fiir C definiert und sind dort dquivalent zu den Green-Koor-
dinaten im R?, allerdings leichter zu berechnen. Beide Verfahren sind nicht affin-invariant,
aber induzieren konforme (winkelerhaltende) bzw. fast-konforme Abbildungen (siehe Abbil-
dung 7) und erzeugen damit in der Geometriedeformation teilweise intuitivere Ergebnisse
als solche, die iiber rein reellwertige Eckengewichtung machbar sind.

(a): Original-Geometrie mit Kifig (b): Deformierte Geometrie mit Kéfig

Abbildung 7: Die Verwendung von Cauchy- bzw. Green-Koordinaten induziert winkeltreue De-
formationen des eingeschlossenen Gebiets.

[HS08] gibt einen kurzen Uberblick iiber das Feld der verallgemeinerten baryzentrischen Ko-
ordinaten. Danach sind Wachspress-Koordinaten zwar effizient berechenbar, aber nur auf
konvexen Gebieten definiert. Mean-Value-Koordinaten kénnen in einer modifizierten Versi-
on zwar auch auf nicht-konvexen Gebieten definiert werden, verlieren dann aber ihre Posi-
tivitat. Eine weitere Modifikation [LKCOL07] verhindert das, fiihrt allerdings auch zum Ver-
lust der Differenzierbarkeit an gewissen Stellen. Maximum-Entropy-Koordinaten sind nicht-
negativ und kénnen auch auf nicht-konvexen Gebieten berechnet werden, globale Differen-
zierbarkeit konnte bisher allerdings nicht bewiesen werden.

Mit harmonischen Koordinaten schlielllich soll sich diese Arbeit befassen. Sie wurden 2006
zunichst in einem Technical Memo von TONY DEROSE und MARK MEYER vorgestellt [DMO06]
und ein Jahr spiter in einer ausfiihrlicheren Version noch einmal veréffentlicht [DM]*07].

Die harmonischen Koordinatenfunktionen {y1,...,¥,} sind derart definiert, dass sie auf dem
Rand 47T mit den dort definierten Hiitchenfunktionen zusammenfallen,” d.h. y;(v;) = 6;,
und sich ins Innere von T harmonisch fortsetzen, also Ay; = 0 gilt, siehe Abbildung 8.

5 Falls T nicht-simpliziale Seiten hat, ist diese Randbedingung i. A. nicht umsetzbar. In diesem Fall fordert man,
dass ¥ aufjeder Seite von T mit den dort definierten lokalen harmonischen Koordinaten einer Dimension nied-
riger tibereinstimmt. Da die harmonischen Koordinaten auf Simplizes linear sind, féllt diese rekursive Definition
mit der oben genannten Definition zusammen, wenn T simplizial berandet ist.



1.3 HARMONISCHE KOORDINATEN
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Abbildung 8: Die zu den Ecken vy, ..., v, des Polygons gehdrenden harmonischen Koordinaten-

funktionen vy, ...,y ,.

Satz 1.1 (Eigenschaften harmonischer Koordinaten) Harmonische Koordinaten
sind verallgemeinerte baryzentrische Koordinaten. Fiir alle Koordinatenfunktio-

nen y; gilt:
(i) VpeT:0=sy;(p)=1
(i) yi(vj)=6;

(iii) w; € C°(T)
(ivy VpeT: Z?Zl vi(p) - G(v;) = G(p) fiir jede affin lineare Funktion G

Bis auf (ii), das direkt aus der Definition folgt, lassen sich all diese Eigenschaften auf Eigen-
schaften harmonischer Funktionen zuriickfiihren, der Beweis sei daher fiir den Moment nach

hinten verschoben.

Harmonische Koordinaten erfiillen alle Anforderungen, die oben an ,gute“ baryzentrische
Koordinaten gestellt wurden. Thre Berechnung ist allerdings deutlich rechenintensiver als die
der anderen genannten Koordinaten. In [FHKO06] beispielsweise wurden die harmonischen

Koordinaten unabhéngig von [DMO06] entdeckt, aber nicht weiter untersucht:

“...itis easy to show that these harmonic coordinates 1., ..., A, constitute a set of
smooth barycentric coordinates with similarity invariance. Moreover, they clear-
ly extend to any polygon. However, since it appears that no explicit formula for
these coordinates is known, they are less attractive for computational purposes.”

In [DMJ*07] wird auf diese Aussage Bezug genommen und erklédrt, warum man die harmoni-
schen Koordinaten trotzdem fiir einen verfolgungswiirdigen Ansatz hilt:



¢;i: Randfunktion, zu
der Dirichlet-Problem
geldst werden soll

1 BARYZENTRISCHE KOORDINATEN IN DER GEOMETRIEVERARBEITUNG

“Independent of our work, Floater and co-workers recently observed that soluti-
ons to Laplace’s equation in two dimensions could be used as generalized bary-
centric coordinates. They did not pursue the observation because their objective
was to find a closed-form formulation. However, for character articulation, non-
negativity and interior locality are far more important than closed-form expressi-
ons. Harmonic coordinates are the only coordinates we are aware of that possess
these crucial properties.”

Um eine harmonische Koordinatenfunktion ¥; zu berechnen, muss man einen Spezialfall
des sogenannten Dirichlet-Problems 16sen: Finde zu einer konkreten, auf dem Rand 0T vor-
gegebenen Funktion ¢; in der Form einer Hiitchenfunktion eine harmonische Fortsetzung
in das Innere von T. Umgekehrt gilt, dass {w1,...,¥,} eine Basis des Vektorraums harmo-
nischer Funktionen mit stiickweise linearen Randwerten ist. Somit kann man, sind alle har-
monischen Koordinatenfunktionen fiir T berechnet, durch einfache Linearkombination das
Dirichlet-Problem zu jeder vorgegebenen, stiickweise linearen Funktion auf 8T 16sen.

In den folgenden Abschnitten sollen verschiedene Methoden vorgestellt und untersucht wer-
den, um das Dirichlet-Problem zu 16sen. Diese Analyse soll von dem Anwendungszweck der
Berechnung harmonischer Koordinaten geprégt sein und insbesondere die weniger etablier-
ten, gitterfreien Methoden beleuchten.
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2 Harmonische Funktionen

2.1 Das Dirichlet-Problem

Im Folgenden soll die theoretische Grundlage fiir die Berechnung harmonischer Koordinaten
gelegt werden. Sei dafiir im Folgenden immer d € N die Dimension des umgebenden Raums,
und Q < R? ein offenes, beschriinktes, einfach zusammenhdngendes Gebiet mit stiickweise
glattem Rand sowie ¢ € C(0Q2).

Das Dirichlet-Problem (nach PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET, 1805-1859)° besteht dann
darin, eine Funktion U: Q — R zu finden, so dass:

AU|g=0

2.1)
Usa=¢

Eine Funktion U € C*(Q) N C(Q), die (2.1) erfiillt, heiRt klassische bzw. starke Lisung des Di-
richlet-Problems.

Die Laplace-Gleichung AU = 0 ist der homogene Spezialfall der allgemeineren Poisson-Glei-
chung AU = F, der bei physikalischen Phinomenen in der Natur allerdings hiufig auftritt.
Im Anhang A wird der Zusammenhang zwischen harmonischen Funktionen und der Diffusi-
on von Teilchen erldutert und eine Methode vorgestellt, wie man aus dem Diffusionsprozess
eine Losung des Dirichlet-Problems erhalten kann.

2.2 Klassische Losungen des Dirichlet-Problems

Um die Eigenschaften von Losungen des Dirichlet-Problems zu kldren, sollen zunéchst einige
grundlegende Eigenschaften harmonischer Funktionen genannt werden. Diese werden hier
nur wiedergegeben, da es sich um wohlbekannte Resultate handelt, die in jedem einfiihren-
den Buch iiber partielle Differentialgleichungen oder Potentialtheorie vorkommen sollten.

2.2.1 Eindeutigkeit

Sei dafiir B (x) := {y € R4 [|y-=x| <e} die Kugel um x mit Radius . Sei B% .= B,(0) die d-
dimensionale Einheitskugel und w, ihre Oberfliche.’

6 In ausfiihrlicher Form gesprochen ist dies das ,Laplace-Problem mit Dirichlet-Randbedingungen®: AU =0
heilt Laplace-Gleichung (nach PIERRE-SIMON LAPLACE, 1749-1827), das Laplace-Problem ist die Suche nach ei-
ner entsprechenden Funktion. Solche Randbedingungen, bei denen man einen Funktionswert vorschreibt, hei-
Ben Dirichlet-Randbedingungen. Eine andere Moglichkeit sind Neumann-Randbedingungen, bei denen auf 0Q
die Ableitung von U in Normalenrichtung vorgegeben wird; in dieser Arbeit werden allerdings nur Dirichlet-Rand-
werte behandelt.

7 Diese Schreibweise ist an [Hac86] angelehnt. In der Literatur wird jedoch auch hiufig mit w; das Volumen
der d —di;nensionalen Kugel bezeichnet, vgl. [Jos98], was zu anderen Formeln fiihrt. Insbesondere ist area(dB%) =
d-vol(B%).
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2 HARMONISCHE FUNKTIONEN

Lemma 2.1 (Mittelwerteigenschaft [Hac86, Lemma 2.3.5 & Satz 2.3.8]) Eine Funk-
tion U ist genau dann harmonisch, wenn sie fiir alle x und fiir alle € > 0 mit
B (x) c Q die Mittelwerteigenschaft besitzt:

Ux) = )U(y) doy

wg-€971 -/aBE(x

Eine dquivalente Formulierung, die sich nicht auf die Oberfliche, sondern auf das
Volumen des umgebenden Balls bezieht, ist:

d
y f U(y) dy
Wg-€ B:(x)

Bemerkung 2.2 (Notation fiir Integrale) In dieser Arbeit kommen im Wesentli-
chen Randintegrale in verschiedenen Dimensionen vor, d. h. Integrale tiber Poly-
J30 f(x)do«: Randin- gonrinder oder Polyederoberflichen. Diese werden mit

tegral
f f (x)do
0Q

bezeichnet, so dass z. B. fiir ein Polygon Q der Term [}, 1do die Lange des Poly-
gons als Streckenzug angibt.

Ux) =

Jo f(x) dx: Lebesgue- Im Gegensatz dazu bezeichnet

Integral f fo)dx
Q

Jo f(x) dp(x): Integral das klassische Lebesgue-Integral und

bzgl. MaR u

f F0)dp(x)
Q

das Integral beziiglich des Majses 1.

Fiir eine einfach zusammenh#ngende komplexe Menge Q) c C, deren Rand durch
$50 f(x) dx: komple- eine Kurve y: [0,1] — C parametrisiert ist, sei
xes Kurvenintegral

1
f f(x)dx:ff(x)dx::f fr)-y'(de (;éf fx)doy !)
0Q Y 0 0Q

das komplexe Kurvenintegral.

Lemma 2.3 (Maximumprinzip & Eindeutigkeit [Hac86, Satz 2.3.7 & 2.3.8]) Eine
nichtkonstante harmonische Funktion U besitzt kein Maximum und kein Mini-
mum auf Q. Jede auf 0Q stetig fortsetzbare harmonische Funktion U nimmt ihr
Maximum und Minimum auf 0Q an und ist durch die Werte auf 0Q) eindeutig
bestimmt.

Korollar 2.4 (Dirichlet-Problem: Eindeutigkeit der Losung) Die Ldsung des Di-
richlet-Problems (2.1) ist eindeutig.

12



2.2 KLASSISCHE LOSUNGEN DES DIRICHLET-PROBLEMS

An dieser Stelle sind bereits alle Voraussetzungen geschaffen, um Satz 1.1 zu beweisen.

Beweis: (Satz 1.1, Eigenschaften harmonischer Koordinaten)

P.1 v, ist die Losung des Dirichlet-Problems zur Hiitchenfunktion ¢; auf dem Rand. Es
gilt das Maximumprinzip, d. h. auf Qist 0 < y; < 1.

P2 y; nimmt die Werte von ¢; auf dQ an, d. h. insbesondere ist y; (v;) = §;;.

P.3 AufQist Ay; =0, also ist ¢; dort unendlich oft differenzierbar.

P4 Sei G: Q — X eine affin lineare Funktion, dann lisst sich g := Gjoq exakt als Linear-
kombination der Hiitchenbasis darstellen: g(x) = X7 ;| G(v;) - ¢;(x). Weiterhin ist
G harmonisch, d. h. G ist die Losung des Dirichlet-Problems zum Randwert g.

DaY! | G(v;)-w;(x) ebenfalls die Losung des Dirichlet-Problems zum Randwert g
ist und diese Losung nach Korollar 2.4 eindeutig ist, gilt also X' | G(v;) -y;(x) =
G(x) fiir alle x € Q. O

2.2.2 Existenz

Die Frage nach der Eindeutigkeit einer existierenden Losung fiir das Dirichlet-Problem kann
also mit relativ einfachen Mitteln mit ja beantwortet werden. Die Frage nach der Existenz ist
allerdings eine deutlich schwierigere. Es sei hier nur ein Existenzsatz zitiert:

Satz 2.5 (Dirichlet-Problem: Existenz der Losung [GT01, Theorem 2.14]) Das Di-
richlet-Problem in einem Gebiet Q ist fiir beliebige stetige Randwerte ¢ genau
dann 16sbar, wenn alle Punkte von 62 reguldr sind.

Hinreichende Bedingungen fiir Regularitit des Randes sind nach [GTO01]:

e d =2:Qist ein einfach zusammenhingendes Gebiet, dessen Rand eine stiickweise C?-
glatte Kurve (aus endlich vielen Stiicken) ist. Insbesondere gilt dies

— fiir alle Gebiete mit global C?-glattem Rand und
— fiir polygonal berandete Gebiete.

o d =3: Qerfiillt die dufere Kugelbedingung, d. h. fiir alle x € 4Q gibt es ein y € R4\Q und
€ >0 mit
B.()NQ=x

Alle einfach zusammenhingenden Gebiete im R mit C?-glattem Rand erfiillen diese
Bedingung (Abbildung 9a), konvexe polytope Gebiete ebenfalls (Abbildung 9b). Ist Q je-
doch von polytoper Gestalt, aber nicht konvex, gibt es nach innen zeigende ,Spitzen®,
die die suRere Kugelbedingung verletzen (Abbildung 9c¢).® Die Existenz von Losungen
partieller Differentialgleichungen fiir polyedrische Gebiete ist ein aktuelles Forschungs-
gebiet, vgl. [RM10].

8 Es gibt fiir d = 3 ein Beispiel von HENRI LEON LEBESGUE (1875-1941) von einem Gebiet mit einer nach innen
zeigenden Spitze, bei dem es zu einer konkreten stetigen Randfunktion tatsichlich keine Losung des Dirichlet-
Problems gibt.

13



v: AuRennormale von
Q

Sq: Singularitatenfunk-
tion R\ {a@} — R

2 HARMONISCHE FUNKTIONEN

0Q 0Q 0Q
(a): glatter Rand (b): Spitze nach aulen (Q konvex) (c): Spitze nach innen (Q
nicht konvex)

Abbildung 9: Die dulere Kugelbedingung fiir verschiedene Typen von Flachen.

Es wird hier zum ersten Mal deutlich, dass der Fall d = 2 sich in seiner Komplexitdt deutlich
vom Fall d = 3 unterscheidet, schon allein in der Frage der Existenz einer Losung. Fiir den An-
wendungszweck der harmonischen Koordinaten ist dies ein unbefriedigendes Resultat, denn
gerade fiir Geometriedeformationen wird man héufig nicht-konvexe Gebiete polytoper Ge-
stalt als , Kéfig“ fiir eine komplizierte 3D-Geometrie verwenden.

Es sind unter anderem diese Schwierigkeiten, die die Theorie der schwachen Lisungen mo-
tiviert haben, siehe Abschnitt 2.3. Im néchsten Abschnitt soll jedoch zunéchst unter der An-
nahme der Existenz einer starken Losung U des Dirichlet-Problems eine Darstellung in Ab-
héingigkeit der Randdaten vorgestellt werden.

2.2.3 Darstellungen

Ab hier sei Q zusitzlich zu den bisherigen Bedingungen C?-glatt berandet mit AuRennormale
v. Insbesondere gilt dann fiir hinreichend glatte Funktionen U und V die erste Green'sche

Formel,
ov
onAde=—f VU~Vde+f U-—doy,
Q Q 00 ov

und es existiert nach Satz 2.5 eine eindeutige Losung des Dirichlet-Problems fiir alle stetigen
Randfunktionen ¢. Es soll nun eine analytische Darstellung der Lésung gefunden und diverse
dafiir notwendige Begriffe vorgestellt werden.

Definition 2.6 (Singularititenfunktion) Sei a € Q. Die Funktion

wa (2.2)

—L n(x-al fallsd =2
Sa(X) = o—gd
lx—all fallsd > 2

S S
(d-2)-wq

heit Singularititenfunktion.
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2.2 KLASSISCHE LOSUNGEN DES DIRICHLET-PROBLEMS

Definition 2.7 (Fundamentallosung) Seiae Qund® € C2(Q) harmonisch, dann
heil3t die Funktion ¥ «: Fundamentall§-

Ya(Xx) :=$4(x) +P(x) 2.3) sung der Laplace-

Gleich
eine Fundamentallosung der Laplace-Gleichung.’ ciehung

Durch Transformation des Laplace-Operators in Polarkoordinaten lésst sich zeigen, dass s,
harmonisch auf Q\{a} ist [Hac86, Lemma 2.2.1]. Damit ist eine Fundamentall6sung ebenfalls
harmonisch auf Q\{a} und hat eine Polstelle bei a.

Satz 2.8 (Green’scher Darstellungssatz [Hac86, Korollar 2.2.3]) SeiU € C2(Q)nCQ)
harmonisch auf Q und a € Q. Dann gilt fiir jede Fundamentallésung y,:

B ou 0Y4
U(a)—LQYa E U Ed(jx (24)

Insbesondere gilt dies fiir y, = s,.

Satz 2.8 macht Hoffnung, dass man mit Kenntnis von s, das Dirichlet-Problem durch ein
einfach auszurechnendes Randintegral {iber 0Q 16sen kann. Jedoch treten in der Darstellung
(2.4) sowohldie Dirichlet-Randwerte U als auch die Ableitung in Normalenrichtung %—Ev] auf.'?
Aus Korollar 2.4 folgt jedoch, dass allein die Dirichlet-Randbedingungen die Funktion U auf
ganz Q schon eindeutig bestimmen; man kann daher nicht erwarten, zusitzlich noch beliebi-
ge Normalenableitungen vorgeben zu kénnen und durch Einsetzen in (2.4) tatsdchlich eine
harmonische Funktion mit diesen Randdaten zu erhalten.

Angenommen, es wire eine Fundamentalldsung ¥, mit Y45 =0 bekannt, eine Green'sche
Funktion erster Art.}1 Dann wiirde sich (2.4) vereinfachen zu

Ua) = — f u.-Ya g0, 2.5)
0Q

und man kénnte U(a) tatsdchlich durch ein einfaches Randintegral bestimmen. Ein Problem
hierbei ist, dass die Berechnung einer solchen Funktion ¥, nicht trivial ist. Insbesondere ist
® in der Darstellung (2.3) dann die Loésung zum Dirichlet-Problem mit den Randwerten —s,
und damit genau so schwer zu 16sen wie zu jedem anderen Randwert.

Korollar 2.9 (Poisson-Integralformel) Sei U € C2(Q) N C(Q) harmonisch. Dann
gibt es genau eine, nur von Q abhdngige Funktion p € C(Q x 0Q), (a, x) — pq(x),
so dass fiir alle a € Q Pa: Poisson-Kern

Ul(a) :jz;Q pa(x)-U(x)doy 2.6) 0Q — R zum Punkt a

gilt. Die Funktion p,: 0Q2 — R heifst Poisson-Kern.

91n der Literatur, z. B. in [Jos98], wird teilweise schon s, als Fundamentallosung bezeichnet; y, heift dann
Green'’sche Funktion.

10 Das Paar (U , %—g) heilt Cauchy-Daten.

W Eine Green'sche Funktion zweiter Art ist eine Fundamentallssung mit verschwindenden Neumann-
Randwerten.
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2 HARMONISCHE FUNKTIONEN

Beweis:

P.1 (Existenz) Die Existenz folgt sofort aus der Existenz einer Green’schen Funktion ers-
ter Art und der Darstellung (2.5), denn p, := — %Lf erfiillt (2.6) fiir alle U.

P2 (Eindeutigkeit) Angenommen, es gibe fiir ein a € Q zwei Funktionen p, und py,
die sich an einem Punkt xy € 6Q und damit wegen ihrer Stetigkeit auch in einer

Umgebung V < 0Q unterscheiden. Es sei 0. B.d. A. p, > p, auf V. Wihle eine har-
monische Funktion U mit den Randdaten

>0 fallsxeV
U(x)
=0 sonst

(solch eine Funktion existiert). Wenn p, und p, die Darstellung (2.6) erfiillen, dann
gilt:

0=U(a)—U(a)=f pa-Udax—f 5o Udo,
0Q 0Q
:f (pa_m)'Ude:f (pa—pa)-Udox>0
0Q Vo

Dies ist offenbar ein Widerspruch, also ist p, eindeutig bestimmt. O

Umgekehrt gilt, dass zu einer vorgegebenen, glatten Randfunktion ¢ iiber die Darstellung
(2.6) das Dirichlet-Problem geltst werden kann, solange die Lésung u in C2( Q) nCQ) liegt.
Die Kenntnis des Poisson-Kerns fiir ein Gebiet Q wiirde also eine Moglichkeit schaffen, das
Dirichlet-Problem mittels numerischer Quadratur an jeder beliebigen Stelle a € Q zu berech-
nen.'? Fiir einige einfache Gebiete ist eine Green’sche Funktion erster Art und damit auch
der Poisson-Kern bekannt, so dass sich hier die Losung des Dirichlet-Problems explizit auf-
schreiben lasst.

Satz 2.10 (Poisson-Integralformel fiir die Kugel) Sei Q := B, (y) die Kugel um y
mit Radius r > 0. Sei weiter a € Q und ¢ eine stetige Funktion auf Q. Dann ist U
mit

P-la-y" [ oW
(r-wq)  Joala-x/?

Ula):= doy (2.7

die Losung des Dirichlet-Problems zum Randwert ¢.

2.3 Schwache Losungen des Dirichlet-Problems

Wie oben gesehen, bringt die Suche nach einer Losung im Funktionenraum C?(Q) n C(Q)
einige Schwierigkeiten mit sich; insbesondere die Existenz einer solchen Lésung ist nicht im-
mer gegeben. Um mit diesem Problem umzugehen, formt man die gegebene partielle Dif-
ferentialgleichung in eine Minimierungsaufgabe in Form einer Variationsformulierung um,

12 Siehe auch Anhang A fiir eine andere Herleitung des Poisson-Kerns.
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2.3 SCHWACHE LOSUNGEN DES DIRICHLET-PROBLEMS

die auf eine gréBere Klasse von Funktionen anwendbar ist. Anschliefend sucht man in die-
sem grolleren Raum nach einer Losung der Variationsformulierung, die dann bei geniigender
Glattheit mit der klassischen Losung identisch ist.

Es sei Cé (Q) die Menge der Funktionen in C%2(Q) N C(Q), die die Randfunktion ¢ anneh-
men, d.h. die Randbedingungen werden bereits in den Funktionenraum ,eingebaut“. Das
Dirichlet-Problem zum Randwert ¢ lédsst sich dann auch formulieren als: Finde U € Cé ((9)]
mit AU = 0. Es sollen nun auf Cé (Q) dazu dquivalente Formulierungen gefunden werden.
Sei

J: C5(Q) =R, V-—»fQIVV|2dx

die Dirichlet-Energie.

Satz 2.11 ([KS07, Satz 1.2 & 1.4]) Fiir eine Funktion U € Cé (Q) sind dquivalent:

1. U l6st das Dirichlet-Problem (2.1).

2. U minimiert die Dirichlet-Energie, d. h.

VVe cfo(Q) JU) < J(V) (2.8)
3. U ist Losung von

VVEC%(Q):[Q(VU,VV)dx:O, (2.9)

wobei C3(Q2) die Menge der Funktionen in C?(Q) n C(Q2) mit Null-Randbe-
dingungen ist. Die Gleichung (2.9) heil3t Variationsformulierung des Dirich-
let-Problems.

Nach Satz 2.11 scheint es naheliegend, das Dirichlet-Problem durch Minimieren von J zu
l6sen; diese Methode heil3t Dirichlet-Prinzip. Es stellt sich allerdings die Frage, in welchem
Raum dies passieren soll. Auf der einen Seite ist es nicht offensichtlich, dass es in Cé (Q) tiber-
haupt ein Minimum von J gibt.!® Auf der anderen Seite erlaubt die Formulierung (2.8) es
prinzipiell auch, mit Funktionen zu arbeiten, die nur einmal stetig differenzierbar sind.

Man macht sich an dieser Stelle Erkenntnisse aus der Funktionalanalysis tiber Hilbertrdume
(nach DAVID HILBERT, 1862-1943), d. h. vollstindige normierte Vektorrdume mit Skalarpro-
dukt, wobei die Norm aus dem Skalarprodukt induziert wird, zunutze. Eine zentrale Eigen-
schaft von Hilbertrdumen liefert der folgende Satz:

13 Es ist allerdings auch nicht trivial, ein Gegenbeispiel zu finden. KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815—
1897) zeigte, dass es fiir das der Dirichlet-Energie sehr &hnliche Funktional u — fq |(x~ u'(x)) |2 dxmitQ=[-1,1]
und die Randwerte ¢(+1) = +1 im Raum C(Zp(Q) kein Minimum gibt [Wer07, S. 136]. Fiir die Dirichlet-Energie
selbst sind in ganz natiirlicher Weise die Gebiete und Randfunktionen, fiir die es keine Lésung des Dirichlet-
Problems gibt, Kandidaten fiir ein nicht-existentes Minimum.
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2 HARMONISCHE FUNKTIONEN

Satz 2.12 (Riesz'scher Darstellungssatz [GT01, Theorem 5.7]) Sei H ein Hilbert-
raum mit Skalarprodukt (-, -) y und dem Dualraum H*, d.h. dem Raum der steti-
gen linearen Funktionale auf H. Dann gibt es fiir jedes lineare Funktional [ € H*
ein eindeutig bestimmtes u € H mit

Yve H:{u,vyg =1() (2.10)

Der Riesz’sche Darstellungssatz wird zur besseren Unterscheidung auch hiufig als Satz von
Fréchet-Riesz (nach FRIGYES RIESZ, 1880-1956, und MAURICE RENE FRECHET, 1878-1973) be-
zeichnet. Fiir die Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist eine Folgerung daraus es-
sentiell geworden, die diese Aussage nicht nur fiir das Skalarprodukt, sondern allgemeiner
fiir gewisse Bilinearformen macht.

Satz 2.13 (Satz von Lax-Milgram [GT01, Theorem 5.8]) Sei H ein Hilbertraum mit
Skalarprodukt (-, -) g, der davon induzierten Norm ||-|| y und dem Dualraum H*.
Seia: H x H— R eine beschrinkte, elliptische Bilinearform, d. h. es gibt Konstan-
ten ¢, C > 0 mit

YveH:c-||vlg<a(v,v)

VovweH:|law,w)|<C-lvig-llwly
Dann gibt es fiir jedes lineare Funktional / € H* ein eindeutig bestimmtes u € H
mit
YveH:alu,v)=I1() (2.11)

Man betrachte jetzt noch einmal die Gleichung (2.9): Gesucht wird dort ein U € Cé (Q). Da
Cé (Q) ein affiner Unterraum von C2(Q) N C(Q) ist, ist jedes solche U Summe eines beliebi-

gen aber festen U, € Ci (©2) und eines variablen Uy € C% (Q). Man kann dann (2.9) wie folgt
umschreiben,

VVecg(Q):f (VU,VV)dx:f (VU,+Up,VVydx =0
Q Q

— VVEC%(Q):[ (VUO,VV)dx:—f (VU,,VV)dx,
Q Q

und hat damit die Suche nach einer Lésung wieder auf den Vektorraum C(z) (Q) zuriickgefiihrt.
Sei nun

a(Uy, V) ::f(VUO,Vde und l(V):=—f (VU,,VV)dx
Q Q

In einem Hilbertraum H, in dem Beschridnktheit und Elliptizitdt des so definierten a nach-
gewiesen werden konnen (Linearitdt von a und [ folgt aus der Linearitit des Integrals), kann
man den Satz von Lax-Milgram anwenden und erhélt — ein bekanntes U, vorausgesetzt — die
eindeutige Losbarkeit der Variationsformulierung des Dirichlet-Problems im Raum H.
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2.3 SCHWACHE LOSUNGEN DES DIRICHLET-PROBLEMS

Cé (Q) selbst erfiillt diese Voraussetzungen offenbar nicht (zumindest nicht fiir alle Q), da es
sonst immer eine Losung des Dirichlet-Problems in diesem Raum gibe. Man erweitert daher
die Klasse der Funktionen, in der man nach Lésungen sucht, und verwendet dazu folgenden
Raum:

Definition 2.14 (Sobolevraum [KS07, Definition 5.21]) Die Vervollstindigung von

{VeC®@Q [V, V) (q) <oo}

wobei
<‘/,W>H1(Q):f Vde-l—f VV-VWdx
Q Q

beziiglich der von diesem Skalarprodukt induzierten Norm ||| ;1 () heillt Sobo-
levraum H'(Q) (nach SERGEI LWOWITSCH SOBOLEW, 1908-1989).

Satz 2.15 (Eigenschaften von H'(Q)) Der Sobolevraum H'!(Q) hat die folgenden
Eigenschaften:

e H(Q)istein Unterraum von L2(Q). Fiirjedes V € HYQundalleie{l,...,d}
gibt es eine Funktion 8’ v € L?(Q) mit

OoF ;
VFECSO(Q):f V-—dx:—f 0'V-Fdx
o 0x Q

0V heillt schwache Ableitung von V in Richtung x;. [KS07, Def. 5.20 & Satz 5.22]
o H(Q) ist ein Hilbertraum. [Wer07, Satz V.1.13]

e Wie L2(Q)-Funktionen sind auch H' (Q)-Funktionen auf Nullmengen nicht
definiert. Es gibt auf H'(Q) allerdings einen stetigen linearen Operator tr /,

so dass fiir alle Funktionen v € C(Q) n H1(Q) gilt: tr ~(v) = v)5q. Analog gibt tr : innerer

es auf H' (RY\Q) einen Operator tr, mit ¥ V € C(R\Q) : tr (V) = Vjpq [SS04, Spuroperator

Satz 2.6.8]. tr : dulSerer
Spuroperator

tr » und tr heilen innerer bzw. duerer Spuroperator und konnen als ,Randwerte“ von
H'(Q)- bzw. H'(R\Q)-Funktionen verstanden werden. Falls nicht explizit anders angege-
ben, soll unter tr(V) die innere Spur verstanden werden, ohne zu behaupten, dass dullere

und innere Spur iibereinstimmen. Hy(Q): H'(Q)-
. 9 . . . 1 1 Funktionen mit
In Analogie zu C(p (©Q) kann nun eine Funktion in H(p(Q) = {V e H (Q) |tr(V) = (p} gesucht Spur ¢
werden, die die Dirichlet-Energie (mit ,schwachen Gradienten“) minimiert:
Problem 2.1 (Schwache Formulierung des Dirichlet-Problems)
Sei Hy(Q) :={V € H'(Q) | tr(V) = 0}. Finde U € H(Q) mit H}(Q): HY(Q)-
Funktionen mit Spur 0

VV(—:H&(Q):[ (VU,VV)dx=0 (2.12)
Q
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H'"?(60): Spurraum
von H(Q)-
Funktionen
H~"2(0Q): Dualraum
von H'2(6Q)

2 HARMONISCHE FUNKTIONEN
Wie oben kann man das Problem auch im Raum H& (Q) formulieren:

Problem 2.2 (Schwache Formulierung des Dirichlet-Problems fiir H(} Q)
SeiUy € H(}, (Q) eine Funktion, deren Spur identisch mit dem Randwert ¢ ist.

Finde U = U, + Uy mit Uy € H; (Q), so dass

VVeHé(Q) :f (VU,,VV)dx = —f (VU,,VV)dx (2.13)
Q Q

H& (Q) ist selbst wieder ein Hilbertraum. Weiter ist die symmetrische Bilinearform a(U, V) :=
fQ (VU,VV)dxnach [SS04, Lemma 2.10.1] elliptisch, erfiillt also die Voraussetzungen des Sat-
zes von Lax-Milgram. Daher existiert in H(} (Q) eine eindeutig bestimmte Losung von Problem
2.2, eine sog. schwache Lisung. Ist diese Losung gentiigend glatt, so ist sie aullerdem identisch
mit der starken Losung, vgl. [SS04, Abschnitt 2.9.3].

Der Raum der Funktionen auf 0, die als Spuren von H'(Q)-Funktionen auftreten, heif3t
H"2(6Q). Sein Dualraum beziiglich des Skalarprodukts (v, w);25q) = faQ v-wdo, wird mit
H™"2(6Q) bezeichnet.

Fazit: Die Theorie der schwachen Losungen sichert fiir einen geeignet gewdhlten Funktionen-
raum H Existenz und Eindeutigkeit eines Minimums der Dirichlet-Energie. Eine modifizierte
Version des Satzes von Lax-Milgram (siehe Satz 3.4) bildet die Grundlage der Finite-Elemente-
Methode und ermdoglicht dort auch Konvergenzaussagen.
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3 Gitterbasierte Methoden zur Losung des Dirichlet-Problems

Die Grundlage gitterbasierter Losungsverfahren besteht im Vergleich zum glatten Fall nicht
darin, die Losung u des Dirichlet-Problems in C?(Q) n C(Q) zu bestimmen, sondern in Q ein
Gitter zu konstruieren und dann entweder

1. an den Knoten dieses Gitters Funktionswerte zu berechnen, also nur punktweise eine
Losung zu bestimmen, oder

2. uber das Gitter einen endlich-dimensionalen Funktionenraum zu induzieren, in dem
eine Approximation der richtigen Losung berechnet wird.

Man kann also zwischen punktorientierten Gittern, bei denen die Gitterpunkte und die Nach-
barschaft untereinander im Vordergrund stehen (diese kommen bei der Finite-Differenzen-
Methode zur Anwendung), und elementorientierten Gittern unterscheiden, bei denen es eher
um die von den Gitterpunkten begrenzten Flichen geht (diese werden in der Finite-Elemente-
Methode verwendet).

In der Praxis werden vielfiltige Gitter eingesetzt, deren Anforderungen sich aus dem jeweili-
gen Anwendungszweck herleiten. Sie konnen

 unterschiedlich aufgeldst sein (uniform oder lokal verfeinert),
* aus verschiedenen Typen von Elementen bestehen (z. B. Dreiecks- oder Vierecksgitter),
e gerade/planare oder gekriimmte Elementgrenzen haben (isoparametrische Gitter),

* berandet oder periodisch sein

und viele weitere Eigenschaften haben, die teilweise auch erheblichen Einfluss auf Konver-
genz und Stabilitdt eines numerischen Verfahrens haben.

In diesem Abschnitt sollen zwei klassische gitterbasierte Methoden zur Behandlung partieller
Differentialgleichungen vorgestellt werden, um die Unterschiede zu den gitterfreien Metho-
den besser herausstellen zu kénnen.
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V. Gitterpunkte
07: Rand-
Gitterpunkte

2%X: Potenzmenge
I': Nachbarfunktion

U: gesuchte Funktion
auf Gitterpunkten
@:auf 0¥
vorgegebene
Randwerte

Ay diskreter
Laplace-Operator
wy,y: Kantengewicht
fiir die Differenz
Uly)-Ux)

3 GITTERBASIERTE METHODEN ZUR LOSUNG DES DIRICHLET-PROBLEMS

3.1 Finite-Differenzen-Methode

Die Finite-Differenzen-Methode (FDM) arbeitet auf einem punktorientierten Gitter und ba-
siert auf der Diskretisierung des Laplace-Operators an den Gitterpunkten, indem er als ge-
wichtete Summe von Differenzen von Funktionswerten an benachbarten Punkten dargestellt
wird; daher auch der Name der Methode.

3.1.1 Theoretische Grundlagen

Seien 7 < Q die Gitterpunkte eines Gitters in 2, 07 < 0Q die Gitterpunkte auf 0Q undT': =
27 die Funktion, die zu einem Gitterpunkt x € ¥ die Menge aller benachbarten Gitterpunkte
angibt.

X T(x)

(b): Eine Triangulierung.

(a): Ein uniformes Gitter.

Abbildung 10: Zwei verschiedene Gittertypen und die Nachbarfunktion I' darauf.

Es sollen nun fiir alle Gitterpunkte in ¥ Funktionswerte bestimmt werden, die das Dirichlet-
Problem approximativ 16sen, d.h. es ist eine Funktion U: ¥ — R gesucht, die die Appro-
ximation einer harmonischen Funktion ist. Auf 07 sind diese Werte durch die Vorgabe der
Randwerte ¢ := ¢(d7) bereits eindeutig bestimmt, d. h. es miissen noch Funktionswerte fiir
Gitterpunkte in 7 bestimmt werden.

Um iiberhaupt von Harmonizitit einer auf Punktwerten definierten Funktion sprechen zu
konnen, muss zunéchst ein diskreter Laplace-Operator Aj, definiert werden, der méglichst
viele Eigenschaften des glatten Laplace-Operators erhilt. Man stellt Ay, U (x) fiir x € 7 als Sum-
me von Differenzen zwischen Funktionswerten benachbarter Gitterpunkte dar:

Ah U(x) = Z wx,y ° (U(y) - U(x)) (3.1)

yel'(x)
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3.1 FINITE-DIFFERENZEN-METHODE

Diese Summe aus Differenzen lasst sich in eine Summe aller Funktionswerte an Gitterpunk-
ten umschreiben:

ARUW@) =) myy-Up) =) myy- U+ Y myy-9()) (3.2)
yev yev yeav

mit my,y: Gewicht von
=Y zer(x) Wx,z fallsx=y Uy)in ApU(x)
Myy =1 Wy,y falls y und x benachbart (3.3)
0 sonst

Jetzt lisst sich die Suche nach U := U(¥) mit U: gesuchte
Funktionswerte an

_ Z My y @l y)) Gitterpunkten

yeov %

A= (mx,y)xEV,yEV b=

als lineares Gleichungssystem A- U = b schreiben. A ist diinn besetzt, falls die Anzahl der
Nachbarn eines Punktes x € 7 nach oben durch eine Konstante beschrankt ist.

In dieser allgemeinen Beschreibung der Finite-Differenzen-Methode wurde noch nichts dar-
tiber gesagt, wie die Gewichte w, , bzw. m, ), bestimmt werden. Diese miissen in Abhéngig-
keit des Gitters so gewdhlt werden, dass sie tatsdchlich zu einer sinnvollen Approximation
des Laplace-Operators und auerdem zu einer invertierbaren Matrix A fithren. Am h&aufigs-
ten wird fiir 7 ein uniformes Gitter (Abbildung 10a) verwendet, es ist aber prinzipiell auch
die Anwendung auf einer Triangulierung von Q (Abbildung 10b) méglich.

3.1.2 Uniforme Gitter

Sei zunichst Q ein achsenparalleler Quader, begrenzt von den Punkten x, und x*, in das ein
uniformes Gitter der Gitterweite h € R einbeschrieben ist (vgl. Abbildung 10a), d. h. h: Gitterweite

7/={x€§‘ aaeNd:x:x*+ha} V=TnQ V=7\0V

Der Punkt x* + ha, a € N%, sei mit x, bezeichnet und I';(x,) die Menge der Nachbarn von  x,: Gitterpunkt mit

Xg, die sich nur in der i-ten Komponente von x, unterscheiden. Gitterkoordinaten

a €N
Beispiel 3.1 Fiir d =2 ist F.i (x).: Na.c hbarfunk.-
tion in Dimension i

L(x;, ) = {xi-1,jy Xis1,jo Xi, j-1, Xi j+1} und L0 ) = {xi-1,j, Xi1,j}

Bestimmung der Gewichte Der diskrete Laplace-Operator auf einem uniformen Gitter wird
aus dem Differenzenquotienten hergeleitet. Fiir einen inneren Punkt x, erhdlt man in der
Darstellung (3.1) die (auf die Differenz von Funktionswerten bezogenen) Gewichte

nz

L falls y und x, benachbart
w =
Y710 sonst
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3 GITTERBASIERTE METHODEN ZUR LOSUNG DES DIRICHLET-PROBLEMS

und damit zu einer auf den Gitterpunkten gegebenen Funktion U:

1 d 1
72 U -Ulxa) = > X 72 UQ) ~Ulxa) (3.4)
) i=1yel;(xq)

ApU(xq) = Z
yel'(xq

Daraus ergeben sich nach Summation die (auf die Funktionswerte an Gitterpunkten bezoge-
nen) Gewichte
-2d fallsx,=y

My,,y = 7 1 falls y und x, benachbart

0 sonst

und damit folgt fiir die Darstellung (3.2):

1
AhU(xa):ﬁ-(—Zd-U(xa)+ Z Uumy) (3.5)
Vel (xq)

Die Gewichte my y lassen sich fiir verschiedene Dimensionen anschaulich aus einem sog.
Differenzenstern herleiten, vgl. Abbildung 11.

1
(@:d=1 (b):d=2

Abbildung 11: Differenzensterne

Beispiel 3.2 Fiir den Fall d = 2 erhédlt man:

1
ApU(x;,5) = w7 (U xi-1,j) + UXiv1,j) + Ui, j-1) + U(xi,j+1) —4- U(x;,5))

Losbarkeit & Konvergenz Diese Wahl der Gewichte fiir den diskreten Laplace-Operator ist
durchaus verniinftig: Durch Taylorentwicklung kann man zeigen, dass er mit einer Ordnung
von O(h?) gegen den glatten Laplace-Operator konvergiert [KS07, Lemma 4.4].'* In jeder

14 Es gibt auch Differenzensterne mit groRerem , Triger*, die nicht nur die Funktionswerte an den unmittelbar
benachbarten Gitterpunkten mit einbeziehen, sondern auch noch deren Nachbarn; so kann man auch héhere
Konvergenzordnungen erreichen.
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3.1 FINITE-DIFFERENZEN-METHODE

Zeile der Matrix M befinden sich hochstens fiinf von Null verschiedene Eintrage, zudem ist
sie im Fall eines uniformen Gitters der angegebenen Gestalt symmetrisch. M ist invertier-
bar [KS07, Satz 4.9] und die resultierende Losung U konvergiert — unter der Voraussetzung,
dass die glatte Losung in C3(Q) ist — punktweise mit Ordnung O(h) gegen diese glatte Losung
[KS07, Satz 4.15].

Bewertung Die Finite-Differenzen-Methode ist eine direkt aus der Problemstellung diskre-
tisierte Variante, um das Dirichlet-Problem zu 16sen. Es wird zu vorgegebenen Randwerten ei-
ne punktweise definierte, diskret harmonische Funktion bestimmt. Das Verfahren ist in dem
hier vorgestellten Spezialfall eines uniformen Gitters in einem achsenparallelen Quader ma-
thematisch wenig komplex und leicht zu implementieren. Folgende Probleme sind jedoch
mit der Methode verbunden:

* Die Losung ist nur punktweise gegeben, nicht als Funktion auf ganz Q. Will man U
an einem Punkt x € Q\7 auswerten, muss man x im Gitter lokalisieren und dann eine
Form von Interpolation anwenden.

* Wird der Gebietsrand komplizierter, so dass nicht mehr alle inneren Gitterpunkte den
gleichen Abstand h zu 0Q2 haben, miissen an diesen Stellen die Gewichte variiert wer-
den. Es muss also eine weitere Klasse von Gitterpunkten eingefiihrt werden, die weder
als vollstdndig innerer Punkt noch als Randpunkt betrachtet werden konnen. Fiir die-
se Punkte verschlechtert sich die Konvergenzordnung und die Implementierung wird
komplizierter.

o Ahnliche Probleme treten auf, sobald das Gitter lokal verfeinert werden soll, um z. B. in
bestimmten Gebieten eine héhere Prizision zu erreichen.

3.1.3 Triangulierungen

Fiir Q ¢ R? kann man neben der Verwendung von uniformen Gittern auch Triangulierungen
fiir die Finite-Differenzen-Methode verwenden (vgl. Abbildung 10b). Ein Problem, das hier-
bei auftritt, ist, dass sich nicht mehr in natiirlicher Weise aus dem Differenzenquotienten
eine Approximation des glatten Laplace-Operators definieren ldsst: Einerseits fallen die Koor-
dinatenrichtungen und die Richtung der benachbarten Gitterpunkte nicht mehr zusammen,
andererseits kann es passieren, dass geometrisch nah beieinander liegende Punkte in der
Kombinatorik der Triangulierung (graphentheoretischer Abstand) weit voneinander entfernt
sind.

Bestimmung der Gewichte Es existieren verschiedene Varianten, einen diskreten Laplace-
Operator auf einer Triangulierung zu definieren. Die urspriingliche Motivation dafiir kommt
aus der diskreten Differentialgeometrie, in der man die Kriimmung von diskreten Oberfla-
chen an einem Punkt berechnen wollte. In [WMKGO07] wird gezeigt, dass es mit einer gewissen
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3 GITTERBASIERTE METHODEN ZUR LOSUNG DES DIRICHLET-PROBLEMS

Menge an charakteristischen Eigenschaften des glatten Laplace-Operators (z. B. Maximum-
prinzip, Lokalitdt, . ..) fiir beliebige Triangulierungen keine Definition eines diskreten Laplace-
Operators gibt, die all diese Eigenschaften erhilt.

Stellt man zusitzliche Bedingungen an die Triangulierung, z. B. eine Delaunay-Eigenschaft
(nach BORIS NIKOLAJEWITSCH DELAUNAY, 1890-1980), d. h. der Umkreis jeden Dreiecks ent-
hilt keinen Eckpunkt eines anderen Dreiecks, so kann man mit der Cotangens-Formel aus
[PP93] Kantengewichte fiir die Darstellung (3.1) aus der Form der an die Kante angrenzen-
den Dreiecke gewinnen,'® vgl. Abbildung 12:

-Ccotayy falls (x, y) eine Randkante ist

/4

i

Abbildung 12: Bezeichnungen der Winkel fiir den Cotangens-Laplace-Operator

{ % -(cotayy +cotayy) falls (x,y) eine innere Kante ist
wxyy = 1
2

Daraus ergeben sich nach Summation die (auf die Funktionswerte an Gitterpunkten bezoge-
nen) Gewichte

=Y zeT(x) % -(cotay;+cotazy) fallsx=y
My,y = % - (cotaryy +cotayy) falls y und x benachbart (3.6)
0

sonst

Bemerkung 3.3 (Gewichte fiir h6herdimensionale Gitter) Es gibt auch Ansétze,
den Laplace-Operator nicht nur auf zweidimensionalen, stiickweise glatten Man-
nigfaltigkeiten zu diskretisieren, sondern auch in héheren Dimensionen, vgl. bei-
spielsweise [Gli09]. Damit lasst sich auch auf verallgemeinerten Triangulierun-
gen im R® analog vorgehen.

15 Hat eine Triangulierung nicht die Delaunay-Eigenschaft, so kommt es bei der Verwendung des Cotangens-
Laplace-Operators an den entsprechenden Stellen mit axy + ayx > 7 zu negativen Kantengewichten. Diese sind
unerwiinscht, weil sie z. B. zu einer Verletzung des Maximumprinzips fiithren. In [BS07] wird daher eine intrin-
sische Delaunay-Triangulierung berechnet und auf dieser die Cotangens-Formel verwendet. Dies fiihrt zu nicht-
negativen Gewichten, aber der Laplace-Operator héngt damit nicht mehr von denjenigen Knoten ab, die in der
urspriinglichen Triangulierung benachbart sind, sondern von denjenigen, die in der berechneten intrinsischen
Triangulierung benachbart sind. Weiterhin kann es u. U. sehr aufwéndig sein, eine solche Triangulierung zu be-
rechnen.
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3.1 FINITE-DIFFERENZEN-METHODE

Losbarkeit & Konvergenz Wie erwdhnt sind die Cotangens-Gewichte fiir den diskreten La-
place-Operator urspriinglich zum Einsatz auf polyedrischen Flichen berechnet worden. Der
Schwerpunkt bei der Untersuchung von Konvergenzeigenschaften liegt in der Literatur daher
eher auf der Frage, inwieweit der Cotangens-Laplace-Operator einer polyedrischen Fldche ge-
gen den Laplace-Beltrami-Operator einer glatten Fliche konvergiert, vgl. z. B. [War08]. In der
Ebene kann zumindest fiir beliebige Triangulierungen keine punktweise Konvergenz erwartet
werden.

Die sich ergebende Matrix fiir das lineare Gleichungssystemen ist invertierbar. Dies ist eine
Konsequenz daraus, dass sie bis auf das Vorzeichen mit der Steifigkeitsmatrix fiir lineare Fini-
te Elemente (siehe Abschnitt 3.2) identisch ist; dort ist die Losbarkeit eine direkte Folgerung
aus dem Satz von Lax-Milgram.

Bewertung Die Aquivalenz der Finite-Differenzen-Methode auf Triangulierungen mit den
linearen Finiten Elementen fiihrt dazu, dass die in diesem Unterabschnitt vorgestellte Vorge-
hensweise im Allgemeinen nicht mehr als , Finite-Differenzen-Methode* verstanden wird. In
dieser Hinsicht erbt sie auch (wenn zwischen den Gitterpunkten linear interpoliert wird) die
Vor- und Nachteile der linearen Finiten Elemente:

¢ Im Gegensatz zur FDM auf uniformen Gittern fiihrt eine Anderung des Gitters nicht zu
einer komplizierteren Berechnung der Gewichte my,,. Dies ermdoglicht komplizierte
Rénder und lokale Verfeinerungen des Gitters.

* Es muss zunichst eine Triangulierung in Q erzeugt werden, die sinnvollerweise die
Delaunay-FEigenschaft besitzt. Dafiir existieren zwar bekannte Algorithmen mit Lauf-
zeitin O(n-logn), aber die Implementierung ist dennoch komplizierter als bei der Ge-
nerierung eines rein uniformen Gitters.

e Durch lineare Interpolation zwischen den Gitterpunkten erhélt man eine eindeutige,
stiickweise lineare Funktion auf Q aus den punktweise gegebenen Daten. Allerdings
existiert kein Weg, die Regularitit der gefundenen Losung zu erhshen, z.B. C'-Uber-
gidnge an Kanten zu erzwingen.
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3 GITTERBASIERTE METHODEN ZUR LOSUNG DES DIRICHLET-PROBLEMS

3.2 Finite-Elemente-Methode

In der Finite-Elemente-Methode (FEM) wird nicht der Laplace-Operator diskretisiert, um eine
an bestimmten Gitterpunkten definierte Funktion zu finden, wie dies in der FDM der Fall ist.
Stattdessen wird eine Funktion gesucht, die auf ganz Q definiert ist und in einem gewissen
endlich-dimensionalen Unterraum von H& (Q) das Minimum der Dirichlet-Energie annimmt.
Einen Uberblick iiber das weite Feld der Finite-Elemente-Methoden gibt [Bra07].

3.2.1 Theoretische Grundlagen

Der grolite Teil der theoretischen Grundlagen wurde bereits in Abschnitt 2.3 gelegt: Im Hil-
bertraum H& (Q) sichert der Satz von Lax-Milgram Existenz und Eindeutigkeit des Minimums
der Dirichlet-Energie durch eine Aussage iiber die eindeutige Losbarkeit der entsprechenden
Variationsformulierung.

Essentiell fiir die Anwendung der Finite-Elemente-Methode ist folgende Verschéarfung des
Satzes:

Satz 3.4 (Satz von Lax-Milgram, Fassung fiir konvexe Mengen [Bra07, Satz 2.5])
Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt {,-)y, der davon induzierten Norm
Il y und dem Dualraum H*. Sei V eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge von
Hund a: Hx H — R eine beschrinkte, elliptische Bilinearform (vgl. Satz 2.13).
Dann gibt es fiir jedes lineare Funktional / € H* ein eindeutig bestimmtes u € V
mit

VveV:a(u,v)=1) (3.7)

Daraus folgt insbesondere, dass in jedem endlich-dimensionalen Unterraum von H& (Q) ein
eindeutiges Minimum der Dirichlet-Energie, d. h. eine schwache Losung des Dirichlet-Pro-
blems, existiert.

3.2.2 Diskretisierung

Sei Q R wieder ein Polytop mit Ecken {vy, ..., v;}. Man wéhlt nun einen Unterraum sh <
H'(Q) und definiert fiir eine stetige Funktion ¢: 0Q — R

Sg :={v€Sh|tr(v)=0} und SZ::{UESh)tr(U)=(P}

Damit ldsst sich dann folgende diskrete Variante von Problem 2.2 formulieren:

Problem 3.1 (Schwache Formulierung des Dirichlet-Problems, FEM-Version)
SeiUy € SZ, so dass U, die vorgegebenen Randwerte annimmt.
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3.2 FINITE-ELEMENTE-METHODE
Finde U = Uy + Uy mit Uy € Sg, so dass

VVES{}:[ (VUO,VV>dx:—f (VU,, VV)dV (3.8)
Q Q

Mit V := S(’)‘ erfiillt Problem 3.1 genau die Voraussetzungen von Satz 3.4, ist also eindeutig
16sbar.

Wenn {14,...,An} eine Basis von S(’)l ist, dann ist Uj eine Linearkombination dieser Basis: Uy =
Zﬁ\i U '. 1;. Weiterhin reicht es, (3.8) nur fiir alle A; zu priifen, damit die Bedingung fiir alle
Ve Sg gilt. Damit ist nach Wahl einer Basis das zu l6sende Problem von folgender Gestalt:

Problem 3.2: Sei U, € Sf;, so dass U,, die vorgegebenen Randwerte annimmt.

Finde Koeffizienten (U?, ..., U"), so dass

N .
Viedl,...,,N}: Z U’ f (VA;,VA;ydx = —f (VUy,VAi)dx (3.9)
j=1 Q Q

3.2.3 Algorithmus

1. Zuerst muss man sich auf einen Unterraum S” festlegen, in dem Problem 3.1 geldst
werden soll. Bis hierhin trat in der FEM noch kein Gitter auf, sondern es war nur von
abstrakten Funktionenrdumen die Rede. An dieser Stelle muss jedoch mit der Wahl des
konkreten Raumes S” in der Regel ein elementorientiertes Gitter festgelegt werden, das
gewisse Charakteristika von $” bestimmt. Die Existenz eines Gitters ist jedoch in der Fi-
nite-Elemente-Methode nicht zwingend notwendig. Man kénnte beispielsweise auch
die Polynome vom Grad < g auf ganz R? als Funktionenraum wihlen, dann ist kein
Gitter notwendig.

Beispiel 3.5 Sei g eine Triangulierung von Q mit N inneren Knoten x;,..., Xy,
M Randknoten xyy41,..., Xny+Mm Uund simplizialen Elementen {7 ;}.

Eine einfache Wahl fiir $” ist dann der Raum der stetigen, auf jedem 7 € I~
linearen Funktionen auf Q2. Die Wahl von N als Anzahl der inneren Gitter-
knoten ist dabei kein Missbrauch der Notation, denn die Dimension von S”
ist gerade die Anzahl der inneren Gitterknoten.

2. Nun muss eine Basis B(’f :={A1,...,An} von Sé’ gewdhlt werden, deren Koeffizienten be-
stimmt werden sollen. Da in der Assemblierung der Matrix fiir das lineare Gleichungs-
system der Term fQ (VA;,VA;)dx berechnet werden muss, ist es empfehlenswert, Ba-
sisfunktionen mit kleinem Triger zu wéhlen, so dass dieses Integral oft verschwindet.
Ein Grund, sich gegen diese Regel zu entscheiden, ist beispielsweise ein Multilevel-Vor-
gehen mit Verwendung einer hierarchischen Basis.
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3 GITTERBASIERTE METHODEN ZUR LOSUNG DES DIRICHLET-PROBLEMS

Beispiel 3.6 Fiir den oben eingefiihrten Raum der stiickweise linearen Funk-
tionen ist eine triviale Basis die Knotenbasis aus Hiitchenfunktionen, d. h.
denjenigen Funktionen {A;,..., Ay} mit 1;(x;) = 6}, sieche Abbildung 13a.

3. Anschliefend muss, wie oben beschrieben, eine beliebige Funktion U, € S" bestimmt
werden, die iiberhaupt die Randbedingungen ¢ annimmt. Dazu wihle man nach dem
Basisergdnzungssatz zu der Sg -Basis Bg noch weitere Funktionen B,’J ={AN+1,-- 0 ANsM)
sodass {11,..., ANt} ganz sh aufspannt. Dann miissen Koeffizienten N+l . ygN+M
bestimmt werden, so dass Uy, := Zﬁ\i J;VAf’rl U’ - A; den Randwert ¢ (zumindest approxima-
tiv) annimmt. Die restlichen Koeffizienten U',...,U" kénnen fiir U, beliebig gewdhlt
werden (z. B. identisch 0), da dies keinen Einfluss auf die Randwerte hat.

Beispiel 3.7 Fiir die stiickweise linearen Funktionen mit Knotenbasis sind
die restlichen Basisfunktionen {An41,...,An+p} durch Hiitchenfunktionen
auf Randgitterpunkten {xy+1,..., Xn+Mm} gegeben, siehe Abbildung 13b. Die
entsprechenden Koeffizienten erhélt man in diesem Fall einfach durch Aus-
wertung von ¢ an den Randgitterpunkten.

(a): Eine Basisfunktion aus B(})l. (b): Eine Basisfunktion von Bf.

Abbildung 13: Elemente der Knotenbasis fiir stiickweise lineare Funktionen, Beispiele in d = 2.

4. Umdie Losung U = Uy + U, zu bestimmen, miissen nun noch die Koeffizienten fiir die
Basisfunktionen aus Bél bestimmt werden. Dazu muss ein lineares Gleichungssystem
A-U=b aufgestellt werden, das Problem 3.2 entspricht, d. h.

ai,j:fQV)Li'Vfljdx bi:_LVU(p'VAidx (3.10)

Sinnvollerweise wird das Integral tiber Q) in eine Summe aus Integralen iiber den ein-
zelnen Gitterelementen aufgeteilt und dort entweder durch Quadraturformeln oder ggf.
mit Hilfe einer geschlossenen Darstellung berechnet.

Beispiel 3.8 Im Falle der stiickweise linearen Funktionen mit Knotenbasis

e ist a; j nur dann verschieden von 0, wenn die zu den Basisfunktionen
A; und 1; gehérenden Gitterpunkte x; bzw. x; benachbart sind,
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3.2 FINITE-ELEMENTE-METHODE

e reduziert sich das Integrationsgebiet auf die beiden an die Kante (x;, x;)
benachbarten Elemente (vgl. Abbildung 14),

¢ sind die Gradienten auf den einzelnen Dreiecken konstant und das In-
tegral kann in einer geschlossenen Form dargestellt werden.

Abbildung 14: Integrationsgebiet zweier benachbarter Hiitchenfunktionen.
In der Tat gilt fiir die gewéhlte Basis und d = 2 [PP93]:

2 xeel(x) % -(cotaji +cotay;) fallsi=j
ai,j= —% -(cota;j +cotaj;) falls x; und x; benachbart
0 sonst

Fiir die rechte Seite gilt dies entsprechend: Wenn U, als Linearkombination
von B/-Funktionen geschrieben wird, dann ist

N+M N+M
bi=— Y U’“-f(mk-mi)dx= Y U wy
k=N+1 Q k=N+1

. % -(cota;r +cotay;) falls x; und x; benachbart
mit wy; =
ki
0 sonst

Dies entspricht genau dem Negativen der Matrix bzw. rechten Seite in (3.6),
die in der Finite-Differenzen-Methode fiir Triangulierungen angegeben wur-
den.

Die Invertierbarkeit von A ist eine Folgerung aus dem Satz von Lax-Milgram. Unter Beach-
tung gewisser Voraussetzungen an die Triangulierung und die glatte Losung folgt Konvergenz
gegen die glatte Losung in der H'!(Q)-Norm.
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4 Gitterfreie Methoden zur Losung des Dirichlet-Problems

Definition Gitterfreie Methoden haben ihren Namen daher, dass sie darauf verzichten, in
Q ein Gitter zu konstruieren, auf dem Losungswerte berechnet werden. Eine Form von Dis-
kretisierung oder der Verwendung eines Gitters auf dem Rand von Q ist unter Umstédnden
trotzdem notwendig (beispielsweise fiir die Berechnung von Randintegralen), aber auch sol-
che Verfahren sollen hier als , gitterfrei“ bezeichnet werden.

Vorteile gitterbasierter Verfahren Dieim vorherigen Abschnitt vorgestellten Methoden wer-
den in der Praxis hdufig aufgrund ihrer Flexibilitdt bei der Behandlung verschiedener Proble-
me eingesetzt. Partielle Differentialgleichungen, die aus physikalischen Fragestellungen her-
aus entstehen, beinhalten hédufig

* komplexere Differentialoperatoren als nur den Laplace-Operator,

* kombinierte Randbedingungen, z. B. aus am Rand vorgegebenen Funktionswerten und
-ableitungen,

» unterschiedliche rechte Seiten der Differentialgleichung auf verschiedenen Gebieten
von Q.

Insbesondere die Finite-Elemente-Methode profitiert hier von einer hohen Flexibilitdt bei
der Anpassung an solche Anforderungen.

Nachteile gitterbasierter Verfahren Die Notwendigkeit eines Gitters in Q sowohl bei der
Finite-Differenzen-, als auch der Finite-Elemente-Methode hat jedoch gewisse Nachteile:

* Es muss ein Gitter in Q konstruiert werden. Das ist zunéchst eine triviale Feststellung,
der Prozess der Gittergenerierung ist aber durchaus kein trivialer, wenn man von uni-
formen Gittern absieht. Haufig ist fiir die Konvergenz von numerischen Methoden oder
bestimmten Eigenschaften der Losung eine gewisse Form der Gitterelemente, beispiels-
weise die Erfiillung eines Inkreis-/Umkreisradius-Kriteriums, notwendig. Wahrend in
d = 2 die Delaunay-Triangulierung (siehe auch Abschnitt 3.1.3) die meisten dieser Kri-
terien erfiillt, ist fiir d = 3 die Generierung ,guter” Gitter hdufig nicht einfach und ein
Gegenstand aktueller Forschung. Die Generierung solcher Triangulierungen fiir ein ge-
gebenes Gebiet muss in der Praxis auf die Laufzeit aufgeschlagen werden.

* Bei gitterbasierten Verfahren wird eine Funktion berechnet, die auf dem gesamten Re-
chengebiet Q2 definiert ist. Will man die Lésung U des Dirichlet-Problems nur an weni-
gen Punkten in Q auswerten, muss die Funktion U trotzdem auf ganz Q bekannt sein;
es ist nicht méglich, sie nur fiir diejenigen Stellen zu berechnen, an denen sie ausge-
wertet werden soll.
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e Ist die Losung U des Dirichlet-Problems in einem gitterbasierten Verfahren berechnet
worden, so muss zur Auswertung von U an einem Punkt p € Q zunichst das Gitter-
element bestimmt werden, in dem sich p befindet. Fiir uniforme Gitter ist dies eine
sehr einfache Aufgabe, fiir allgemeine Gitter bendtigt man jedoch rdumliche Daten-
strukturen (z.B. Octree), die das schnelle Auffinden des richtigen Elementes ermogli-
chen, wenn man eine Iteration iiber das gesamte Gitter vermeiden will. Dies erh6ht die
Komplexitdt der Implementierung und bindet Rechnerressourcen, die nichts mit der
eigentlichen Losung des Problems zu tun haben.

* Die mit linearen finiten Elementen berechnete Losung ist an den Kanten zwischen
zwei Elementen nicht differenzierbar. Die entsprechenden Spriinge der 1. Ableitung
sind, z.B. bei Interpolationsanwendungen, auch visuell wahrnehmbar, vgl. das Gou-
raud-Shading in 1b. Wahrend sich der Polynomgrad auf jedem Element relativ einfach
erhohen lidsst, ist es deutlich schwieriger, globale Differenzierbarkeit zu erreichen. Die
Argyris-Elemente (nach JOHN HADJI ARGYRIS, 1913-2004), die eine Cl-Lﬁsung ermogli-
chen, haben beispielsweise 21 Freiheitsgrade pro Dreieckselement [Bra07, Tabelle 2].

Funktionsweise gitterfreier Methoden Die in diesem Abschnitt vorgestellten Verfahren ar-
beiten ohne ein Gitter in Q. Sie geben, verglichen mit der Finite-Elemente-Methode, viel Flexi-
bilitdt auf und basieren stédrker auf der konkreten Problemstellung (2.1). Aus den Eigenschaf-
ten harmonischer Funktionen resultierende Zusammenhénge zwischen der harmonischen
Funktion U im Innern und einer korrespondierenden Funktion u auf dem Rand von Q wer-
den verwendet, um in einem vorgeschobenen Schritt eine solche, nur vom Gebiet und den
vorgegebenen Randdaten abhéngige, Randfunktion zu berechnen. Anschliefend kann tiber
eine zweite Rechenvorschrift zu einem beliebigen p € Q die Funktion U an p ausgewertet
werden. Die hier vorgestellten Verfahren induzieren dabei alle tatsdchlich harmonische C*°-
Funktionen auf Q; eine logische Konsequenz daraus ist, dass sich simtliche Approximations-
fehler auf die Annahme der vorgegebenen Randdaten konzentrieren.

Vorgehensweise Im Folgenden werden vier gitterfreie Methoden beschrieben, die zur Be-
rechnung harmonischer Koordinaten verwendet werden kdonnen. Dabei wird, soweit erfor-
derlich, die theoretische Grundlage fiir das Verfahren gelegt und die numerische Umsetzung
so erldutert, dass eine prototypische Implementierung erméglicht wird.

Die durch die Motivation der Berechnung harmonischer Koordinaten diktierten Nebenbedin-
gungen sollen besonders beachtet werden:
e Qist ein k-Polytop und 0Q besteht nur aus (k — 1)-Simplizes.

e Um einen kompletten Satz harmonischer Koordinatenfunktionen v,..., %, zu berech-
nen, muss fiir jede Ecke von 0Q ein Dirichlet-Problem (zur entsprechenden Hiitchen-
funktion auf dem Rand) gel6st werden.
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Die Verfahren werden anschlielend hinsichtlich folgender Aspekte verglichen:

* Welcher zeitliche Aufwand ist mit dieser Methode verbunden? Inwieweit verringert sich
der Rechenaufwand, wenn man das Dirichlet-Problem fiir mehrere Randfunktionen
l6sen mochte?

e Welcher Speicherbedarf ist mit dieser Methode verbunden?

* Wie hoch ist der Aufwand beim Implementieren bzw. die Komplexitét des entstehen-
den Programmcodes?

Zum Abschluss werden nach Beleuchtung weiterer spezieller Eigenschaften konkrete Emp-
fehlungen fiir Verfahren vor dem Hintergrund bestimmter Einsatzgebiete gegeben.

Eine Konvergenzanalyse der einzelnen Verfahren wird nicht vorgenommen, da dies den Um-
fang der Arbeit deutlich tiberschreiten wiirde; hier zeigt sich eine Moglichkeit zur weiteren
Vertiefung in das Gebiet.

Bemerkung 4.1 (Notation) In den folgenden Abschnitten resultieren Funktionen
auf Q héufig aus Transformationen von korrespondierenden Funktionen auf 6Q.
Um diese zu unterscheiden und gleichzeitig die Verbindung zwischen ihnen zu

verdeutlichen, werden Funktionen auf Q2 im Folgenden mit Kleinbuchstaben

geschrieben, die daraus resultierenden Funktionen auf dem Inneren mit den ent-
sprechenden GroBbuchstaben.
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4.1 METHODE DER FUNDAMENTALLOSUNGEN
4.1 Methode der Fundamentallosungen

Die Methode der Fundamentallosungen basiert darauf, eine Lésung des Dirichlet-Problems
als Linearkombination von Singularitdtenfunktionen darzustellen.'® Dadurch garantiert man
exakte Harmonizitdt der Losung, allerdings werden die vorgegebenen Randwerte nur appro-
ximativ angenommen. [FK98] gibt einen breiten Uberblick iiber das Verfahren, in [MKB*08]
wird es verwendet, um harmonische Koordinaten als Basis eines Funktionenraums fiir die
Finite-Elemente-Methode zu berechnen.

4.1.1 Theoretische Grundlagen & Diskretisierung

Schreibweise als Linearkombination Sei Q c R% wie in der Einleitung definiert und ¢ eine
stetige Funktion auf 6Q). Seien weiter {x1,...,xy} < R4\Q Punkte auBerhalb von Q. Bei der x;: Zentrum der Singu-

klassischen Methode der Fundamentallosungen wird eine Funktion U in der Darstellung laritdtenfunktionen
N: Anzahl der Singula-
N rititenfunktionen
Ux)=) U sy, ) U': gesuchter

i=1 Koeffizient von sy,
mit reellwertigen Koeffizienzen {U',..., UV} geschrieben. Daraus folgt, dass U auf Q eine
harmonische Funktion ist, denn

1. esliegen alle Singularitdten von U au8erhalb von Q,

2. sy, istauf R%\{x;} harmonisch und

3. der Laplace-Operator ist linear, d.h. jede Linearkombination harmonischer Funktio-
nen ist selbst wieder harmonisch.

In diesem Kontext werden die Singularitdtenfunktionen haufig auch als radiale Basisfunktio-
nen (RBF) bezeichnet.

In der Methode der Fundamentallosungen werden die Koeffizienten {U 1. uN } so bestimmt,
dass U minimalen L?-Abstand zur vorgegebenen Randfunktion ¢ hat:

”U_‘P”iz(ag) :faQ|U(x) —<P(X)|2d0x 4.1)

Addition eines linearen Teils Der von {sy,,...,Sx,} aufgespannte Raum enthilt nicht die
konstanten und linearen Funktionen auf Q. Dies ist aus zwei Griinden problematisch:

* Fiir eine Verwendung als harmonische Koordinaten ist erforderlich, dass die berechne-
ten Funktionen v; eine Teilung der Eins ergeben. Dies bedeutet, dass die konstante
Eins-Funktion auch im Lésungsraum liegen muss.

16 Der Name ,Methode der Fundamentallosungen® riihrt daher, dass die Singularititenfunktion hiufig auch
Fundamentallosung heift, vgl. Fulnote 9 auf Seite 15. Prinzipiell ist es auch moglich, andere partielle Differenti-
algleichungen mit dieser Methode zu behandeln, wenn eine Fundamentallésung bekannt ist.
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* Fiir eine Verwendung der v; als Basis eines Finite-Elemente-Raums auf Q sollten linea-
re Funktionen in dieser Basis darstellbar sein, sonst kommt es schon bei sehr einfachen

Losungen zu Approximationsfehlern.

Um dieses Defizit zu beheben, werden in [MKB*'08] ein linearer und ein konstanter Term
addiert (vgl. Abbildung 15), d. h. es kommen noch d + 1 weitere reellwertige Koeffizienten
(wl,..., wd) =: w und w® dazu, so dass sich folgende Darstellung ergibt:

Yoo

w': Koeffizienten des
linearen Anteils

N .
Ux) =Y U sy, (x) + (w, x) + w° (4.2)
i=1

(a): Links: Ohne den linearen Term konnen lineare und konstante Funktionen nicht reproduziert werden,
insbesondere kann die Identitit p = 2?21 v (p)v; nicht exakt eingehalten werden. Rechts: Eine ohne den
linearen Term berechnete Koordinatenfunktion und der am Rand auftretende Fehler. Die Punkte zeigen die

Zentren der RBF an.

(b): Links: Mit dem linearen Term kénnen lineare und konstante Funktionen reproduziert werden, insbeson-

dere gilt die Identitédt p = 2;.1:1 v;(p)v; fiir eine beliebig kleine Anzahl von RBE Rechts: Die mit dem linearen
Term berechnete Koordinatenfunktion hat ebenfalls am Rand auftretende Fehler. Die Punkte zeigen die Zen-

tren der RBF an.

Abbildung 15: Auswirkungen des linearen Terms auf Geometriedeformation und die Form der

Koordinatenfunktionen.
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4.1 METHODE DER FUNDAMENTALLOSUNGEN

Diskretisierung des LZ-Integrals Um das LZ—Randintegral in (4.1) zu approximieren, wer-
den in [MKB*08] eine Menge von Observationspunkten'’ {c,...,cy} < 0Q gewihlt (siehe
Abbildung 16) und das Integral durch eine Summe von quadratischen Abstdnden ersetzt:

1 M
”U_‘P”iz(aa) ~—-) |Ue) _(P(Ci)|2
M i3

1] M|N 2
=— Y Y U sy e +wep) +w’ —glc)|  (4.3)
M 3|3
Xk
[ ] [ ] [ [ ]
~— — — — .
| o
|
| o
’ |
‘ [} [ ] [ ] [ )
Vi e—o—o—o— ‘
. |
|
| o
. _—
[} [} [ [ )

Abbildung 16: Punkte fiir die Methode der Fundamentallosungen. Beispiel in d = 2 bei dquidi-
stanter Verteilung von RBF-Zentren {xy,..., xy} und Observationspunkten {cy, ..., cps} auf jeder
Kante.

4.1.2 Algorithmus

1. Zunichst miissen die RBE-Zentren x, ..., X bestimmt werden.'® Um eine gute Appro-
ximation zu ermoglichen, sollten sie nahe an 0Q liegen; allerdings nicht zu nahe, um
numerische Probleme bei der Auswertung der Singularitdtenfunktionen zu vermeiden.
Es ist eine naheliegende Idee, 0Q2 zu subdividieren und die entstehenden Punkte um

17 In dem Artikel selbst werden diese Punkte “collocation points” genannt. In der Literatur werden darunter je-
doch in der Regel Punkte verstanden, an denen die berechnete Funktion exakt die vorgegebenen Werte annimmt.
Bei einer Bestapproximationsaufgabe ist dies im Allgemeinen gerade nicht der Fall, so dass hier auf diese Bezeich-
nung verzichtet werden soll. Man kann die Anzahl der Observationspunkte zwar genau so wéhlen, dass sie der
Anzahl der Freiheitsgrade entspricht (dann wéren die c; tatsdchlich Kollokationspunkte). Nach Beobachtungen
in [MKB™ 08] fiihrt dies allerdings dazu, dass die Losung dann sehr stark vom Abstand der x; zu Q abhéngt und es
zwischen den Observationspunkten zu Oszillationen kommt. Die eindeutige Losbarkeit scheint ebenfalls nicht
gesichert.

18 Es ist moglich, statt einer Vorgabe der x; auch diese in das Minimierungsproblem mit einzubeziehen; dies
fiihrt dann allerdings zu einem nicht-linearen System.
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einen Betrag ¢ in Richtung der dueren Normalen von 6Q) zu verschieben. Vorsicht ist
bei nicht-konvexen Gebieten geboten, wenn die &ulere Normale potentiell wieder in
das Gebiet zeigt.

2. Anschlielend miissen die Observationspunkte cy, ..., cpr auf 9Q bestimmt werden. Auch
hier kann wieder ein einfaches Subdivisionsschema auf 0Q2 angewendet werden.
Wenn Q ein Polygon ist und die Ecken {vy,..., v,;} von 6Q in einer Matrix V der Form

X y

ST
X y
v g
X y
Ui’l vn

gespeichert sind, kann man dafiir eine diinn besetzte M x n-Sampling-Matrix S der

Form
1 0
a1 1—(11
ao 1- ao
: (4.4)
1 0
aq l1-a

verwenden und die Matrix C mit den Koordinaten der Observationspunkte iiber C =
S-V berechnen. Dann hat jeder Punkt ¢; die Form a-v; + (1 -a)- Vj1, ist also mittels
klassischer baryzentrischer Koordinaten (a, 1 — @) auf die Polygonkante (v v j+1) fest-
gelegt.

Ist Q ein k-Polytop von Dimension k = 3, funktioniert dieses Verfahren ebenfalls; hier
ist jedoch beim Assemblieren von S darauf zu achten, dass die Konnektivitidt der Sim-
plizes in 0Q) beachtet wird. Es ist dann jede Zeile von der Gestalt

(.-- al oo az oo ak ..-),

so dass jeder Punkt ¢; in einem (k—1)-Simplex von 62 die baryzentrischen Koordinaten
(ai,...,a) hat.

3. Anschlielend wird das Kleglste-Quadrate—Problem 4.3 in folgendem iiberbestimmten
Gleichungssystem A- U = b aufgeschrieben:

se(c) o sk la) ¢ 1) (U @(c1)

S (C2) o seyle) e 1 : @(c2)
. :
0

Sy (em) o sxylem) ¢l 1) \W P(cm)
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Ein Vorteil bei der Verwendung einer Sampling-Matrix im vorherigen Schritt ergibt sich
dadurch, dass die rechte Seite ((p(cl), . (p(cM)) fiir stiickweise lineare ¢ (wie sie bei den
harmonischen Koordinaten auftreten) durch S- ¢ mit ¢ = (@(v1),...,9(vy)) T gegeben
ist.

Mittels einer QR-Zerlegung oder der Pseudoinversen A* von A kann dieses System nu-
merisch stabil gelést werden. Verwendet man die Pseudoinverse, so ergibt sich:

—

U=A"Bb=4A"-5@

Nun kann man die (N + d + 1) x n-Matrix A" := A* - S in einem vorgeschalteten Schritt
berechnen und dann fiir verschiedene rechte Seiten ¢ die Losung iiber U=A- ¢ in
O(N - n) bestimmen. Im Falle der harmonischen Koordinaten (d. h. ¢ hat genau einen
Eintrag mit 1, alle anderen verschwinden) reduziert sich dies sogar auf O(N).

. Nun kann U an einer beliebigen Stelle x € Q iiber die Darstellung (4.2) ausgewertet
werden.
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Q: einfach
zusammenhingende
Teilmenge von C

F, G: Funktionen
R? — R; Real- und
Imaginirteil

C(X,C): stetige
Funktionen X — C
Hol(Q): holomorphe
Funktionen auf Q c C
Hol(Q)): holomorphe
Funktionen auf Q c C,
die auf Q stetig sind
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4.2 Komplexe Randelement-Methode

Die komplexe Randelement-Methode (Complex Variable Boundary Element Method, CVBEM)
nach [HL87] macht sich die Cauchy-Integralformel (nach AUGUSTIN Louis CAUCHY, 1789-
1857) zunutze, um die Suche nach einer harmonischen Funktion in eine Integralgleichung
auf dem Rand umzuwandeln. Jede harmonische Funktion auf Q c R? ist Realteil einer holo-
morphen Funktion auf Q.

Das Ziel der CVBEM ist es, eine komplexwertige Funktion u auf 0Q zu finden, so dass der
Realteil der iiber die Cauchy-Transformation induzierten Funktion U moglichst gut die ge-
wiinschten Randwerte ¢ annimmt.

4.2.1 Theoretische Grundlagen

Funktionentheorie Zunachstwerden einige Grundlagen der Funktionentheorie aus [AF03]
zitiert. Sei dafiir stets Q eine einfach zusammenhéngende Teilmenge von C.

Definition 4.2 (Holomorphe Funktion) Sei QO < C und V: Q — C eine komplex-
wertige Funktion. Seien F := Re(V) und G := Im(V) Real- bzw. Imaginérteil von
V, allerdings aufgefasst als Funktionen zweier reeller Variablen, d.h.

Vi) =V(x+i-y)=F(x,y)+i-G(x,y)

V heildt holomorph (oder analytisch) auf Q, falls F und G stetig differenzierbar

sind und
oF 0G OF  0G

ox 98y’ 0oy  ox
gilt. Der Raum aller holomorphen Funktionen auf Q wird mit Hol(Q2), der Raum
Hol(Q) N C(Q, C) mit Hol(Q) bezeichnet.

(4.6)

Die beiden Gleichungen in 4.6 heillen Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen. Eine direk-
te Folgerung dieser Differentialgleichungen ist, dass F und G auf Q harmonische Funktionen
sind, deren Gradienten senkrecht aufeinander stehen.

Satz 4.3 (Harmonisch konjugierte Funktion [FB06, Theorem C1]) Sei (2 einfach
zusammenhingend und F: Q — R eine harmonische Funktion. Dann gibt es ei-
ne auf Q holomorphe Funktion V mit Re(V) = F. Anders gesprochen gibt es eine

zu F harmonisch konjugierte Funktion G: QQ — R so, dass F und G die Cauchy-
Riemann-Differentialgleichungen erfiillen. G ist bis auf einen konstanten Sum-
manden eindeutig bestimmt.

Im Folgenden werden komplexwertige Funktionen hédufig entlang von Kurven integriert; ins-
besondere solchen Kurven, die den Rand von Q parametrisieren. Die Notation dazu wurde in
Bemerkung 2.2 auf Seite 12 festgelegt.
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4.2 KOMPLEXE RANDELEMENT-METHODE

Satz 4.4 (Cauchy-Integralformel [AF03, Theorem 2.6.1]) Sei(2 einfach zusammen-
héingend, V € Hol(Q) mit v = Vj3q und a € Q, dann gilt:

1 v(2)

=—. dz
2nl Joo z—a

Va)

Cauchy-Transformation Die Cauchy-Integralformel als eines der wichtigsten Resultate der
Funktionentheorie ist insofern vergleichbar mit dem Green’schen Darstellungssatz (Satz 2.8),
als dass auch hier eine Funktion nur durch ihre Randdaten eindeutig bestimmt ist. Ahnlich
wie im Green’schen Darstellungssatz kann jedoch nicht erwartet werden, dass das Einsetzen
beliebiger Randwerte in die Cauchy-Integralformel zu einer holomorphen Funktion auf Q
mit diesen Randwerten fiihrt.'Y Man kann jedoch durchaus eine Funktion v: 0Q — C in die
Integralformel einsetzen und Existenz und Eigenschaften der resultierenden Funktion unter-
suchen. Dies motiviert die Definition eines entsprechenden Operators:

Definition 4.5 (Cauchy-Transformation) Sei v € C(0Q,C), dann heil3t der Ope-
rator €, definiert durch

1 v(2)
v:Q—-C, a— —

o dz 4.7)
2ni Jeoz—a

die Cauchy-Transformation von v.

Die Cauchy-Integralformel ldsst sich nun unter Verwendung der Cauchy-Transformation wie
folgt umformulieren:

Satz 4.6 (Cauchy-Integralformel, alternative Version) Sei (2 einfach zusammen-
héngend, V € Hol(Q2), v := Vjsq und a € Q. Dann gilt: V(a) = € v(a).

Fiir eine Randfunktion v, die als Randwert einer holomorphen Funktion auftritt, rekonstru-
iert ¥ also diese Funktion im Innern. Fiir eine Randfunktion, die nicht der Randwert einer
holomorphen Funktion ist, ist dies offensichtlich nicht der Fall. Es gilt allerdings das folgen-
de bemerkenswerte Resultat:

Satz 4.7 (Bild der Cauchy-Transformation [HL87, Theorem, S. 177]) Seiv: 0Q —
C eine stetige Funktion. Dann ist € v holomorph auf Q.

Man kann ¥ also auf eine beliebige (!) stetige Funktion v anwenden und erhilt eine auf Q
holomorphe Funktion; insbesondere ist der Realteil dieser Funktion harmonisch.

19 Tm Allgemeinen existiert fiir eine beliebige stetige Randfunktion v — im Gegensatz zum klassischen Dirichlet-
Problem - auch keine holomorphe Funktion V mit diesen Randwerten. Dies liegt darin begriindet, dass eine
holomorphe Funktion V aus zwei harmonischen Funktionen F und G besteht, die einerseits durch die Randwerte,
andererseits aber auch durch die jeweils andere Funktion schon eindeutig bestimmt sind. Somit kann man nur
erwarten, ein V zu erhalten, dass entweder einen auf dem Rand vorgegebenen Real- oder Imaginérteil annimmt,
aber nicht beides.

41

v: komplexwertige,
stetige Funktion auf
0Q

¢ Cauchy-
Transformation



4  GITTERFREIE METHODEN ZUR LOSUNG DES DIRICHLET-PROBLEMS

Losung des Dirichlet-Problems Nunkann der zentrale Satz formuliert werden, der die Grund-
lage der CVBEM darstellt.

Satz 4.8 (Losung des Dirichlet-Problems mittels CVBEM) Sei ¢ € C(6Q),R) eine
reellwertige Funktion auf dQ. Dann gibt es eine Funktion u: 6Q — C, so dass
Re(6u): Q — R das Dirichlet-Problem zum Randwert ¢ 16st.

Beweis: Konstruktion von u.

P1 Sei F: Q — R die Losung des Dirichlet-Problems zum Randwert ¢. In einem Polygon
gibt es genau eine solche Funktion (Satz 2.5 & Korollar 2.4).

P.2 Nach Satz 4.3 gibt es eine holomorphe Funktion U: Q — C mit Re(U) = F. Der Rand-
wert u := U)pq ist die im Satz angegebene Funktion, denn Re(€'u) = Re(U) = F ist
harmonisch und l6st das Dirichlet-Problem zum Randwert ¢. O

Die aus Satz 4.8 entwickelbare , glatte“ Formulierung der CVBEM lautet:

Problem 4.1: Gegeben ¢: 0Q — R, finde ein u: 0Q2 — C, so dass

Re(Gu)jpq=¢

Aus dem Beweis von Satz 4.8 folgt die eindeutige Losbarkeit von Problem 4.1

4.2.2 Diskretisierung

Die diskrete Formulierung von Problem 4.1 lautet:

Problem4.2: Gegeben ¢: 0Q2 — R, finde in einem endlich-dimensionalen Funk-
tionenraum S” c L2(0Q, C) ein u: Q — C, so dass

[Re(€w) 00 — (P”LZ(GQ,C) (“8

minimal wird.

In diesem Abschnitt soll hergeleitet werden, wie man ein solches u findet.
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Integralfreie Darstellung der Cauchy-Transformation Sei( polygonal berandet mit Ecken

v1,...,Up, formell v, := v1 und sei jede Kante (v;, v;+1) durch die Funktion y;: [0,1] — C, y;: Parametrisierung
yi(t) = v; + t- (vi+1 — v;) parametrisiert. Dann kann man die Cauchy-Transformation einer der Kante (v, vi+1)
Funktion v wie folgt umschreiben: tiber [0,1]

v(2)
27n aQ z a

€Cv(ia) = dz

V(Yz(t)) (Vi+1— i)
dr
~27i ZZI 0 Yi(t)—a
n 1
y [ 2O, 4.9)

27[1 i=170 t+Vz+1 Vi h
N: Dimension von S
{A1,...,A} N: Basis von

Sei S" ein endlich-dimensionaler Unterraum von L2(Q,C) und {A1,..., AN} eine Basis von oh

S". (Die Cauchy-Transformierten der A; spannen dann einen N-dimensionalen Unterraum
von Hol(Q) auf.) Schrinkt man den Raum S" auf die Kante (v;, v;+;) ein und zieht die dort N;: Dimension des auf
nicht-verschwindenden Basisfunktionen mittels yi‘l auf das Referenzintervall [0, 1] zuriick, die i-ten Kante

erhilt man dort eine lokale Basis {;11, oA N} eingeschrankten
Raumes
Dann ldsst sich v auf der i-ten Kante des Polygons approximativ als {A1,..., An, }: Basis von
N Funktionen auf i-ter
v(yi(0) = Z V;--/lj(t) Kante
j=1
schreiben. Setzt man diese Darstellung in (4.9) ein, erhdlt man nach Umformung: V;I Basiskoeffizient
1 N, ! h ) von A; auf i-ter Kante
Cv@=-—-3 > v f —Lde (4.10)
27‘[1 l:1]:1 0 t+U+1 v

Wihlt man fiir die A j eine polynomielle Basis, kann man jedes A j als Summe von Monomen
schreiben. Fiir die sich ergebenden Integrale in (4.10) sind in [HG84] entsprechende Stamm-
funktionen angegeben:

f—dt—ln(t+X)
r+ X

t
f—dt: I—X-In(t+X)
r+X

t2 1
f dt==->—t- X+ X?>-In(t+ X)
r+X 2

k k-1 i, ki
t -X)'-t
f—dt: X Xk In+X)
Dies kann man nun nutzen, um fiir einen Raum von auf jeder Kante polynomiellen Funktio-
nen die Cauchy-Transformation zu berechnen, ohne dabei auf Quadraturformeln zuriickgrei-

fen zu miissen.
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Beispiel 4.9 (Cauchy-Koordinaten) Sei S h der Raum der stetigen, auf jeder Kan-
te von 0Q linear verlaufenden Funktionen mit der Basis {11,..., Ay} der Hiitchen-
funktionen, also ii(vj) =6;j. Dann st auf jeder Kante N; = 2 mit A (1) =1-rtund
A2 (t) = t, aber wegen der Stetigkeit {iber Ecken hinweg gilt vi = vi~! =: v’. Damit
kann man (4.10) wie folgt umschreiben:

Aj(0)

a

1 n 2 ; 1
v o |

j=1 Vi+1— Vi

1 noooo el 1 . t
=—. Zv{f —_— dt+v§-[ ———dt
2ri \i3 0 I+—"— 0 I+—

dg)

Vi1~V Viy1—Vj

oot 1-t e t
' E:Vll[ ———7:E—dt+vll[ a4t
o Joot+ A 0 I+ —E=

Viy1— Vi Vi-141~ Vi1

S T t d

Vi1~V Vi-1417Vj-1

Mit den oben angegebenen Formeln fiir die Integration lassen sich die Integrale
geschlossen darstellen und man erhélt eine Darstellung der Form

Ci(a) : yir
1

Cv(a) =

n
i=
wobei die Werte C;(a) nur von v;_y, v;, v;+1 und a abhdngen. Die Funktionen
C;: Q — C werden in [WBCGO09] als Cauchy-Koordinaten bezeichnet. Sie werden
dort fiir die konforme Deformation planarer Formen verwendet. Die auf Seite 8
gezeigte konforme Deformation wurde mit einer vom Autor in JAVAVIEW imple-
mentierten Version dieser Koordinaten produziert.

Beispiel 4.10 (Verallgemeinerte Cauchy-Koordinaten) Sei S der Raum der Funk-
tionen auf 0, die auf jeder Kante quadratische Polynome sind, ohne dabei not-
wendigerweise an den Ecken von 0Q stetig sein zu miissen. Dann ist N} = ... =
N, =3, N =3-nund eine Basis auf jeder Kante durch die Lagrange-Polynome zu
den Stiitzstellen 0, % und 1 gegeben:

A I—5 t-1

N =

(D) = ———=2-12-3.1+1
1(8) 0-1 0-1
R t-0 t—1
Ao(t) = 7—"7 =—4->+4-t
770 32—
1
~ r—0 t—z
A3(t) = — =2.1*—t
3(1) =0 1.1

2

In dieser Basis erhilt man dann, dhnlich wie im Beispiel 4.9, eine geschlossene
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4.2 KOMPLEXE RANDELEMENT-METHODE

Darstellung der Cauchy-Transformation:

1 n 3 . 1 ij(t)
%v(a)=—.'ZZ(v’~-f ——ad0
1 (& Y A C (Y Aot S A3
(A [ O [ B0,
2mt \isi ot gy T o A

n . . .
=) CVi'(@)-v;+CE;(a)-vy+CV;, (a)- v}

Diese verallgemeinerten Cauchy-Koordinaten werden in [WG10] ebenfalls fiir die
Berechnung konformer Deformationen verwendet. Die an den Ecken von 0Q2 er-
laubten Unstetigkeitsstellen fiihren dabei zu einer gr6Beren Klasse von Deforma-
tionen, insbesondere was das Randverhalten angeht.

Kleinste-Quadrate-Formulierung Als Diskretisierung des L2-Abstands in Problem 4.2 kann
eine Summe quadratischer Abstinde verwendet werden. Da die Werte von € v in der Dar-
stellung (4.10) auf Q linear von den N Basiskoeffizienten v;. abhéngen, fiihrt dies zu einem

linearen Kleinste-Quadrate-Problem. M: Anzahl der

. . . . Observationspunkte
Angenommen, es seien an Observationspunkten cy, ..., cps in Q Funktionswerte f(cy),..., f(cam)

: .. . . . . C1,...,cps Observati-
gegeben, die von € v angenommen werden sollen, dann miissen die Basiskoeffizienten v;. SO onspl’lnkte
bestimmt werden, dass

€v(c1) fla)
: - : =min (4.11)

Cvicy) flewm)

Um das Dirichlet-Problem wie beschrieben mit dieser Methode zu behandeln, miissen je-
doch zwei Besonderheiten beachtet werden:

1. Die c; befinden sich nicht in Q, sondern auf 0Q; € v ist jedoch nur auf Q definiert.
2. Eswird nicht verlangt, dass ¢ v die Randwerte annimmt (dafiir gibt es ja im glatten Fall
auch keine Losung), sondern nur der Realteil von €' v.

Zunichst zum ersten Punkt: Satz 4.7 besagt zwar, dass 6 v fiir stetige v eine holomorphe
Funktion in a € Q ist, macht aber keine Aussagen iiber eine Fortsetzbarkeit auf 6Q. Der in der
Cauchy-Transformation aus (4.7) bzw. (4.10) auftretende Integrand hat, wenn man ein a € 6Q
einsetzt, dort eine Singularitit, ist also keine Riemann-integrierbare Funktion. Abhilfe schafft
folgender Satz:

Satz 4.11 (Fortsetzbarkeit der Cauchy-Transformation [HL87, Kapitel 3, Theorem 11])
Fiir eine stetige Randfunktion v, die auf jeder Kante von Q) ein Polynom k-ten
Grades ist, gilt: € v kann stetig auf 0Q) fortgesetzt werden, d. h. € v € Hol(Q).
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Der Satz gibt keine Auskunft dariiber, wie diese stetige Fortsetzung an einem Punkt a € 6Q
berechenbar ist. Fiir die in Beispiel 4.9 und Beispiel 4.10 vorgestellten Funktionen C;(z) bzw.
CE;(z), CV (2) und CV; (2) sind die Grenzwerte fiir z — a jedoch in den entsprechenden
Artikeln [WBCGO09] bzw. [WG10] im Anhang aufgefiihrt und werden in [HL87, S. 174ff.] fiir den
allgemeinen Fall hergeleitet. Die Plemelj-Formel (4.21) in Abschnitt 4.4 ist eine Darstellung
der Fortsetzung von ¥ v auf 0Q) in Integralform.

Nun zum zweiten Punkt: Seien (v', ..., v"V) die Basiskoeffizienten von v bzgl. der S"-Basis

{A1,...,AN}. Zieht man die A; nicht wie in (4.10) auf die einzelnen Kanten zuriick, kann man
eine Darstellung von €v in der Form €v(a) = Zf.\i \Di(a)- vl erhalten. Auf Q sind die D;
dann durch D;(a) := ﬁ “$30 % dz gegeben; auf 0Q) sollen sie als die stetige Fortsetzung
verstanden werden, d.h. D;(a) :=1lim,_., D;(z) fiir a € 0Q).

Dann l&sst sich der Realteil der Cauchy-Transformation wie folgt ausdriicken:

N . N . .
Re(€v(a)) = Re(z Di(a)-v") = Z Re(D;(a))-Re(v') —Im(D;(a)) - Im(v*)
i=1 i=1

Damit ldsst sich (4.11) in ein tiberbestimmtes Gleichungssystem mit 2 - N reellwertigen Varia-
blen (Re(v!),...,Re(v™),Im(v!),...,Im(v")) umformen.

4.2.3 Algorithmus

1. Zunichst muss ein N-dimensionaler Unterraum S c L?(9Q, C) festgelegt werden. Nach
[WGI10] ist es empfehlenswert, hier einen Raum von Funktionen zu verwenden, die
an den Ecken von 0Q unstetig sind (vgl. Beispiel 4.10). Andernfalls konnen durch die
Cauchy-Transformation keine holomorphen Funktionen induziert werden, die ein fast-
singuldres Verhalten zeigen.

2. Sei{Ay,...,An} eine Basis von S”. Wenn S” auch an den Ecken von 4Q unstetige Funk-
tionen enthilt, ist es naheliegend, sie so zu wéhlen, dass jede Basisfunktion nur auf
einer einzigen Kante verschieden von 0 ist. In diesem Fall ist die Summe der einzelnen
Freiheitsgrade N; gerade N.

3. Es miissen, wie in der Methode der Fundamentall6sungen, M Observationspunkte auf
0Q gewdhlt werden. Dies kann wieder durch Multiplikation des Eckenvektors (vy, ..., vy,)
mit einer Sampling-Matrix wie in (4.4) erfolgen. Man beachte, dass es 2- N reelle Frei-
heitsgrade gibt, d. h. M muss mindestens genauso grol sein.

4. Nun kann das Minimierungsproblem (4.8) wie folgt als iiberbestimmtes Gleichungssys-
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tem aufgeschrieben werden:

Re(Di(c1)) -Im(Di(c1)) --- Re(Dn(c1)) —-Im(Dnl(cr1)) Re(ul) @(c1)
I 1

Re(Di()) ~Im(Dye) - Re(Dyler) ~mDye) | || | gt
. . . . Re('l,tN)
N

Re(Di(cy)) -Im(Di(cp)) -+ Re(Dn(ca) —Im(Dy(ep))| M@ A giep)

Mittels einer QR-Zerlegung kann dieses (reellwertige) System numerisch stabil gelost
werden.

Analog zum fiir die MFS beschriebenen Vorgehen kann auch hier die Pseudoinverse be-
rechnet und mit der Sampling-Matrix multipliziert werden, um fiir verschiedene rechte
Seiten schneller eine Losung zu finden.

. Nun kann die Losung Re(U) des Dirichlet-Problems zum Randwert ¢ an einer Stelle
a € Q uiber die Vorschrift

N . .
Re(U(a)) = Y Re(D;(a)-Re(u') - Im(D;(a)) - Im(u')
i=1

ausgewertet werden.
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4.3 Randelement-Methode

Die Randelement-Methode kann als Verallgemeinerung der CVBEM auf 1. h6herdimensiona-
le Gebiete und 2. eine gréBere Klasse von Differentialgleichungen verstanden werden. Uber
verschiedene Wege ist es moglich, eine partielle Differentialgleichung in Q in eine Integral-
gleichung auf Q2 umzuschreiben, die dann dort numerisch geldst wird. Dadurch wird insbe-
sondere das zu diskretisierende Gebiet um eine Dimension kleiner. In [SS04] wird die Rand-
element-Methode ausfiihrlich hergeleitet und analysiert; in [Rus08] wird beschrieben, wie
man sie einsetzen kann, um harmonische Koordinaten fiir d = 3 zu berechnen.

4.3.1 Theoretische Grundlagen

Potentiale Zur Uberfiihrung der partiellen Differentialgleichung AU = 0 auf Q in eine Inte-
gralgleichung auf 02 gibt es zwei verschiedene Herangehensweisen. Bei der direkten Methode
werden die bekannten Dirichlet-Randdaten u := Ujpq in den Green’schen Darstellungssatz

0
Ula) = f ya- 2 a“d .

eingesetzt und nach der unbekannten Funktlon - gelost. Die indirekte Methode basiert dar-
auf, dass gewisse Integraloperatoren (fast) beheblge Randfunktionen auf harmonische Funk-
tionen auf Q abbilden. Es wird dann eine Funktion u gesucht, so dass die entstehende har-
monische Funktion U die gegebenen Dirichlet-Randwerte ¢ annimmt. In diesem Abschnitt
sollen die theoretischen Grundlagen fiir beide Methoden gelegt werden.

Definition 4.12 (Einfach-/Doppelschichtpotential) Sei s, die Singularitdtenfunk-
tion um a € Q (Definition 2.6) und v: 0Q — R. Die Funktion &v: Q — R mit

Sv(a) =[ Sq-vdoy (4.12)
0Q
heil3t Einfachschichtpotential (ESP), die Funktion Zv: Q — R mit
0
Yv(a) = f Pa vdoy (4.13)
aq 0V

Doppelschichtpotential (DSP) von v.2°

Diese Definition wurde nicht auf einen bestimmten Funktionenraum fiir v eingeschrénkt.
Eine zweckmiRige Beschriankung und eine entsprechende Regularitidtsaussage liefert aber
der folgende Satz:

Satz 4.13 (Abbildungseigenschaften der Potentiale [SS04, Proposition 3.4.1]) Sei
ve H'2(0Q) und w € H”?(0Q). Dann sind &v und 2w in H' (Q).

20 Die hier definierten Potentiale sind das Negative von den gleichnamigen Objekten in [SS04], da dort die Sin-
gularitdtenfunktion s, mit einem anderen Vorzeichen definiert wird.
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Zusammenhang mit der Cauchy-Transformation Einfach- und Doppelschichtpotential ha-
ben nicht nur von Threr Erscheinung her eine gewisse Ahnlichkeit mit der Cauchy-Transfor-
mation, auch gewisse Eigenschaften sind dhnlich. Die Cauchy-Transformation transformiert
eine beliebige stetige Randfunktion in eine auf Q holomorphe Funktion (Satz 4.7). Fiir ESP
und DSP gilt folgendes Analogon:

Satz 4.14 (Harmonizitit ESP/DSP [SS04, Satz 3.1.1]) Sei v € L} (0Q). Dann sind
&vund 2v in R9\0Q unendlich oft differenzierbar (insbesondere stetig) und auf
ganz Q gilt: A6v=A2v=0.

Fiir d = 2 tritt die Verwandtschaft noch deutlicher zu Tage, wie folgender Satz zeigt:

Satz 4.15 (Verwandtschaft Cauchy-Transformation/Doppelschichtpotential) Fiir
eine reellwertige Randfunktion v gilt Re(6v) = -9v.

Beweis:
P.1 Fiir d = 2 hat die Singularitdtenfunktion die Form s,(x) = —ﬁ ‘In(lla— x|) und da-
mit den Gradienten
Vs, (x) = 1 a-—x
2 a-x)?
Fiir die Normalenableitung von s, gilt per Definition %LV“ = (Vsg4,v). Sei 0Q2 durch

eine geschlossene Kurve y: [0,1] — R? im mathematisch positiven Sinn parame-
trisiert, so dass die EinheitsauBennormale v durch R- h mit R = (% }) gege-

ben ist, vgl. Abbildung 17. Sei weiter @ = < (y(t) - a, }/’(t)) mit a € [0, Z[, dann ist
a+5=4 (}f(t) —-a, R-y/(t)) und es gilt:

(a=y(@®),R-y' (1)) == (y() —a,R-y' (1))
==lro-al- |-y O] -costas 3 =~y -al]- |y 0] -costa+

Abbildung 17: Bezeichnungen zum Beweis von Satz 4.15
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Setzt man dies alles in die Formel fiir das Doppelschichtpotential ein, erhilt man:

0
@v(a):f %a vdoy
2q 0V

1
=f0 (Vsa(y(1), (R- ”Y,E;H» viy(®)-[|Y' (0| dr
=fli‘;-<a—y(t) R-Y' () - v(y(®)dt
027 Jla-y]®
=—f1i-;-||y(t)—a|| Y @] - cos(a+ z)-v(y(z:))dz:
027 fa-y]* 2
Yol

-sina - v(y())dt
o Ja—y@]

P.2 Die Cauchy-Transformation kann man nun dhnlich umschreiben. Es sei also y wie
oben, nur mit Bild in C. a sei wie oben, d. h. insbesondere, dass

"(t "(t
r () = |Y()| -(cosa—i-sina),
Yy -a |y()-al
. L . Y@ _
denn durch die Orientierung von y ist arg To—a =~ %

Setzt man dies nun in die Formal fiir die Cauchy-Transformation ein, erhilt man:

1 v(2)
27r1 0 Z—a

1 tey@)
—ﬁ'fo m'}’(ﬂdt

Cv(a) = dz

1 / t
) ﬁ f (|y|(yt)(_)|a| (cosa—i-sina)-v(y(n)d

Dies bedeutet gerade, dass fiir v reellwertig gilt:

1 (¢t
Re(%v(a))z—%-f | |Y( )l -sina - v(y(1)dt

o |y@®-al

Dies ist identisch mit dem Negativen der fiir das Doppelschichtpotential ermittel-
ten Darstellung. O

Eine Folgerung aus diesem Satz ist, dass wenn es eine reellwertige Funktion v gibt, so dass
2 v das Dirichlet-Problem zur Randfunktion ¢ 16st, dann 16st auch —Re(%€ v) dieses Problem.
Die Existenz eines solchen v vorausgesetzt, liefert dies einen alternativen Beweis fiir Satz 4.8.

Randverhalten der Potentiale Ahnlich wie in der CVBEM sind die Funktionen &v und Qv
nur auf Q definiert und nicht auf dem Rand, weil s, und Vs, fiir a € Q singulédr auf 0Q sind.
Um eine Funktion v zu bestimmen, so dass &v bzw. v am Rand bestimmte Eigenschaften

haben, muss erst das Randverhalten dieser Potentiale geklart werden.
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Aus Abschnitt 2.3 sind die Spuroperatoren tr - und tr , auf H 1(Q) bekannt. Analog kénnen

auf H'(Q) Normalenspuroperatoren ntr - und ntr, eingefiihrt werden, die fiir alle differen- ntr ,: innerer Norma-
zierbaren Funktionen in H' (Q) mit der Ableitung in duRerer bzw. innerer Normalenrichtung lenspuroperator
tibereinstimmen. In [SS04, Satz 3.3.1] werden fiir das Randverhalten (also Spur und Norma- ntr,: duSerer Norma-
lenspur) der Potentiale folgende Aussagen getroffen: lenspuroperator

e tr  (Ev)=tr (Ev) =:tr(E)
e ntr ~(§v) —ntr /(6v) = v-d. h. die Normalenableitung von & v springt auf 6Q2
° tr ,(9v)—tr(2v) = v-d.h. 2v springt auf 0Q

e ntr ~(Yv) =ntr /(Pv) =:ntr(Pv)

Die Grafiken in Abbildung 18 visualisieren dieses Randverhalten.

v

(a): Einfachschichtpotential: &v ist stetig auf 0Q, (b): Doppelschichtpotential: Qv springt, aber die
aber die Normalenableitung springt Normalenableitung ist stetig

Abbildung 18: Randverhalten der Potentiale

Aus den Grenzwerten dieser Potentiale am Rand lassen sich nun Operatoren auf H ~“26Q)

bzw. H"?(6Q)) definieren: V: Operator
v—tr(v)
V: H"0Q) — H”?0Q), v— a&v) K »: Operator
K',: H'"00Q) — H(0Q), v—ntr &) vt @)

: : K ,: Operator
K, : H"00Q) — H"0Q), v—ntr (&v) vt (D)

K, : H"?0Q) — H"?(0Q), v—tr (@)
K, : H*0Q) — H"”0Q), v~ tr (2v)
wW: H"©0Q) - H "*(0Q), v~ -ntr(@v)
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4  GITTERFREIE METHODEN ZUR LOSUNG DES DIRICHLET-PROBLEMS

Die angegebenen Bildriume werden im Beweis zu [SS04, Satz 3.1.16] gezeigt. Eine konkrete
Methode, diese Operatoren zu berechnen, wurde noch nicht genannt.

Beim Einfachschichtpotential ist der Fall einfach: Man kann v zu einer stetigen Funkti-
on auf ganz R? fortsetzen. Der Grenzwert auf 0Q ist der Wert des uneigentlichen Integrals
f50 S vdoy, das fiir alle a € R? existiert. [SS04, Satz 3.3.5].

Beim Doppelschichtpotential ist im Fall der Berechnung harmonischer Koordinaten nur der
innere Grenzwert K v = tr ~(2v) interessant.”! Hier gestaltet sich der Fall wie folgt: Fiir
einen stiickweise C2- -glatten Rand und v € L*°(0Q) existiert auch fag - -vdo als uneigent-
liches Integral fiir a € 0Q), daher ldsst sich in sinnvoller Weise ein weiterer Operator

v-—»[ga—v vdo,

definieren, der L*(0Q) stetig auf L*°(0€2) abbildet [SS04, Lemma 3.3.8]. Allerdings gilt nicht
wie beim Einfachschichtpotential K(v) = K ~(v), sondern [SS04, Korollar 3.3.14]:

tr/(@v):K/(v):K(v)—%-v tr/(@v):K/(v):K(v)+%-v (4.14)

Vorausgesetzt, dass man die singuldren Integrale V(v) und K(v) berechnen kann, kénnen
also auch die Spuren von & v und 2 v berechnet werden. Da dies eine eigene Herausforderung
darstellt, ist der Berechnung dieser Integrale ein Kapitel im Anhang C gewidmet.

Indirekte Methode Ganz analog zur CVBEM ist das Ziel bei der indirekten Methode, ei-
ne Dichtefunktion u zu finden, so dass entweder & u (Einfachschichtformulierung) oder 2u
(Doppelschichtformulierung) die vorgegebenen Dirichlet-Randwerte ¢ annimmt, d. h. es soll
u mit

1
tr/(ét’u)(a)zf Sq-udoy=¢(a) bzw. tr/(@u)(a)z——-u(a)+f ai udoy=¢(a)
0Q 2 9q OV

fiir alle a € 0Q gefunden werden.?? Im diskretisierten Fall kann man nur erwarten, in einem
endlichdimensionalen Unterraum eine Funktion u zu finden, die den Abstand | tr(u) — ¢ |
bzw. || tr (Qu)—¢ || in einer gewissen Norm minimiert.

Direkte Methode Der Green'sche Darstellungssatz besagt, dass fiir eine harmonische Funk-
tion U: Q — R die Gleichung

U = &tr (U)) - D(tr (1)) (4.15)

21 In der Tat erméglicht die Randelementmethode die Lésung des Dirichlet-Problems auch auf dem AuRenraum
R\Q. In [Rus08] wird dies fiir die Geometriedeformation genutzt, damit nur der relevante Teil der Geometrie von
einem Deformationskifig umgeben sein muss.

22 Dabei handelt es sich um Fredholm’sche Integralgleichungen 1. bzw. 2. Art (nach ERIK IVAR FREDHOLM, 1866~
1927).
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4.3 RANDELEMENT-METHODE

in Q gilt (Satz 2.8). Wendet man den Spuroperator tr - auf diese Gleichung an, so erhilt man
1
tr -(U) =V(ntr ~(U)) - (K- 3 Id) (tr - (U))

Die Werte tr ~(U) der gesuchten Lésung U sind bekannt: Hierbei handelt es sich gerade um
die vorgegebenen Dirichlet-Randwerte ¢. Die Neumann-Randwerte u := ntr ~(U) sind dem-
nach die Unbekannten. %

4.3.2 Diskretisierung

Variationsformulierung In [SS04] liegt der Fokus auf Galerkin-Methoden, d. h. sowohl di-
rekte als auch indirekte Methode werden iiber eine Variationsformulierung beschrieben. Zu-
néchst fur die indirekte Methode:

Problem 4.3 (Indirekte Variationsformulierung (ESP))
Sei ¢ € H"?(0Q) gegeben. Finde u € H~"?(0Q) mit
Vve H (0Q) : (V(u), v) r200) = @ V) 1290 (4.16)

Nach [SS04, Satz 3.5.3] ist by (u, v) := (V (u), v) 1290 elliptisch, die eindeutige Losbarkeit von

Problem 4.3 also eine Konsequenz des Satzes von Lax-Milgram (Satz 2.13).

Problem 4.4 (Indirekte Variationsformulierung (DSP))
Sei ¢ € H"?(0Q) gegeben. Finde u € H"?(0Q)) mit

_ 1
Vve H "(0Q) : (K(w), v) 1260 — 5 WM 10, = @, V) 120y (4.17)

Nach [SS04, Satz 3.8.7] ist auch bx (u, v) := (K(w), ) 12(30) — % (U, V)2 (30 elliptisch, also auch
Problem 4.4 eindeutig 16sbar.
In der direkten Methode hat die Variationsformulierung folgende Form:

Problem 4.5 (Direkte Variationsformulierung)
Seipe H 2(902) gegeben. Finde ue H ~'2(Q2) mit

_ 1
Ve H (0Q):(V(w), v)2p0) = 5 (@ V) 12000 + K@), V) 200 (4.18)

Die linke Seite ist dabei identisch mit der linken Seite von Problem 4.3, also ist auch Problem
4.5 eindeutig losbar.

23 Alternativ kénnte man auch den Operator ntr _~ auf (4.15) anwenden und erhielte dann eine Formulierung
unter Verwendung der Operatoren K ’/ und W.
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c1,...,cn: Kolloka-
tionspunkte

4  GITTERFREIE METHODEN ZUR LOSUNG DES DIRICHLET-PROBLEMS

Kollokationsmethode In der indirekten Methode wire eine Alternative zum Galerkin-Ver-
fahren, wie in der CVBEM eine Menge von Observationspunkten {c;} auf 0Q zu wéhlen und
die Methode der kleinsten Quadrate anzuwenden, so dass

N N
Y IV —g| bzw. Y |K@)(c) -3 ulc) —plc))|
i=1 i=1

minimiert wird.

Widhlt man wie in [Rus08] die Anzahl solcher Punkte gleich der Anzahl der Freiheitsgrade N,
so erhélt man eine Kollokationsmethode, bei der fiir alle ¢; die Gleichheit tr ~(&u)(c;) = u(c;)
bzw. tr ~(Du)(c;) = u(c;) gilt.

Problem 4.6 (Indirekte Kollokationsformulierung (ESP))
Sei ¢: 0Q2 — R gegeben. Seien {c,...,cn} eine Menge von Kollokationspunkten auf 0 und
S" ein endlich-dimensionaler Unterraum von H~"2(0Q). Finde u € S" mit

Vi=1,...,N:V(u(c;) = (c;)

Problem 4.7 (Indirekte Kollokationsformulierung (DSP))
Sei ¢: Q2 — R gegeben. Seien {cy,...,cn} eine Menge von Kollokationspunkten auf 0Q und
S" ein endlich-dimensionaler Unterraum von H"?(dQ). Finde u € S" mit

Vi=1,..,N:Ku)(c;) -3 ulc;) =plcy) (4.19)

Dieses Verfahren kann man auch fiir die direkte Methode anwenden und erhilt dann:

Problem 4.8 (Direkte Kollokationsformulierung)
Sei ¢: 0Q2 — R gegeben. Seien {cy,..., cy} eine Menge von Kollokationspunkten auf 0Q und
S" ein endlich-dimensionaler Unterraum von H~"2(Q). Finde u € S" mit

Vi=1,...,N:V(W)(c) =3 ¢(c)+Kp)c)

Die berechnete Losung u ist gerade die Normalenableitung der eigentlich gesuchten Lésung
U des Dirichlet-Problems. Um U an einer Stelle a € Q auszuwerten, miissen die vorgegebe-
nen Dirichlet-Randwerte ¢ und die berechneten Neumann-Randwerte u in die Green’sche
Darstellungsformel eingesetzt werden.

Vergleich der Methoden Vor einer konkreten numerischen Umsetzung muss entschieden
werden, ob man den direkten oder den indirekten Ansatz wiahlt, und ob man die Kollokations-
methode oder das Galerkin-Verfahren verwendet. In [SS04, Abschnitt 3.4.3] werden zunéchst
direkte und indirekte Methode miteinander verglichen:
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4.3 RANDELEMENT-METHODE

* In der direkten Methode muss auch zur Berechnung der rechten Seite der Integralope-
rator K berechnet werden; in der indirekten Methode erscheint dort nur die Randbe-
dingung ¢ selbst (bzw. im Skalarprodukt).

* Inder direkten Methode werden die konkreten Cauchy-Daten (d. h. Dirichlet- und Neu-
mann-Randwerte) der gesuchten Losung des Dirichlet-Problems berechnet, in der in-
direkten Methode nur eine abstrakte Dichtefunktion. In beiden Féllen hat die gesuchte
Randfunktion Singularitdten an Ecken und Kanten.

e Zur Berechnung der Losung U des Dirichlet-Problems aus der gesuchten Randfunktion
u miissen im Fall der indirekten Methode entweder &u oder 2 u ausgerechnet werden;
in der Green’schen Darstellungsformel, die zur Berechnung von U aus einer Lésung der
direkten Methode angewendet wird, kommen beide Terme vor.

Fiir Probleme, bei denen man eher an der Normalenableitung der gesuchten Funktion als
an ihrer eigentlichen Gestalt im Inneren interessiert ist, ist die direkte Methode vorteilhaft.
Mochte man hingegen an vielen Punkten in Q die gesuchte Funktion auswerten, ist eher die
indirekte Methode vorzuziehen.

Bei der Frage nach Galerkin- oder Kollokationsverfahren kommen weitere Aspekte zum Tra-
gen:

* Nach [SS04, Bemerkung 4.1.25] gibt es bei der Kollokationsmethode weniger umfang-
reiche Resultate zur Konvergenz und Stabilitdt und die Losbarkeit héngt stark von der
Wahl der Kollokationspunkte ab.?*

* Inbeiden Féllen muss ein lineares Gleichungssystem der Form A- u = b aufgestellt und
geldst werden. Ein praktisches Problem bei der Behandlung mittels Galerkin-Verfahren
ist die Berechnung der Matrixkoeffizienten, d.h. der Werte by (A;,A;) bzw. bk (A4, A;).
Hierbei miissen singuldre Funktionen nicht nur iiber einem Element von 0Q integriert
werden, sondern sogar iiber ein Paar von Elementen, d. h. es treten Doppelintegrale der
Form

f)ti(a)-f sa0)-Aj(x)doydo, bzw. /Ai(a)-f %5 ). 2;(x)do 5 dog
00 Gle} Glo) oq Ov

auf, was die Implementierung (gerade im Fall d = 3) verkompliziert. In der Kollokati-
onsmethode miissen die Integrale nur auf einem einzelnen Element berechnet werden,
weswegen laut [SS04] die Kollokationsmethode gerade in der Ingenieurpraxis weit ver-
breitet ist.

* In beiden Féllen ist die Matrix dicht besetzt (ein wichtiger Unterschied zur Finite-Ele-
mente-Methode); im Gegensatz zum Galerkin-Verfahren ist die Matrix bei der Kollo-
kationsmethode jedoch nicht symmetrisch. Dies kann die Auswahl des Losers fiir das
lineare Gleichungssystem beeinflussen.

24 Fiir ein einfaches Beispiel (in einem anderen Kontext), in dem die Wahl der Kollokationspunkte starken Ein-
fluss auf die Existenz einer Losung hat, siehe Anhang B.
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4.3.3 Algorithmus

Es soll nun am Beispiel der indirekten Kollokationsformulierung fiir das Doppelschichtpoten-
tial (Problem 4.7) die konkrete numerische Vorgehensweise fiir ein Polygon gezeigt werden.

1. Zunichst muss ein N-dimensionaler Unterraum S" ¢ H"2(0Q) festgelegt werden, in
dem Problem 4.7 gelost werden soll. Aufgrund der an den Ecken von 0Q zu erwarten-
den Singularititen scheint es ratsam, S” so zu wihlen, dass auch unstetige Funktionen
enthalten sind.

2. Sei{A1,..., AN} eine Basis von S". Wenn S" auch an den Ecken von 4Q unstetige Funk-
tionen enthélt, ist es naheliegend, eine Basis zu wihlen, in der jedes Element auf einer
Triangulierung 9 von 0Q nur auf einem einzigen Element 7 von 0 verschieden ist.

3. Es miissen N Kollokationspunkte {cy, ..., cy} auf 0Q2 gewdhlt werden, an denen Gleich-
heit der gesuchten Losung u € S” gelten soll.

Beispiel 4.16 In [Rus08] wird auf einer Triangulierung von Q2 der Raum der
stiickweise linearen Funktionen mit Hiitchenbasis verwendet. Die Kolloka-
tionspunkte liegen dort an den Ecken von 0Q).

Bei unstetigen Basisfunktion hat man aus Implementierungssicht den Vor-
teil, keine Integration iiber mehrere Elemente von Q2 durchfiihren zu miis-
sen, muss aber Vorsicht bei der Wahl von Kollokationspunkten an Unstetig-
keitsstellen der A; walten lassen.

4. Nun miissen die Matrix A und die rechte Seite b fiir das lineare Gleichungssystem

A-1 = b assembliert werden. Die Eintrige von u sind die gesuchten Koeffizienten

u',...,u" der Basisfunktionen. Der Eintrag b j ist die rechte Seite von (4.19):

bj=p(x))

Der Matrixeintrag A; ; ist dementsprechend die linke Seite von (4.19):

0sc, 1
(x)-/lj(x)de—E -Ajei)

1
mJ~MMMm—§%ﬂm—ﬁQav

1 0sc,
}?MmHZﬁs%”mex

€T ov

Die Kombination aus Kollokationsmethode einerseits und der numerischen Auswer-
tung der auftretenden Integrale durch Quadraturformeln andererseits ist als Nystrom-
Verfahren bekannt und wurde von EVERT J. NYSTROM (1895-1960) in [Nys30] erstmalig
vorgestellt, um Fredholm’sche Integralgleichungen 2. Art zu 16sen. Dort wendet er die
Methode auch an, um das Laplace-Problem auf einem glatt berandeten, konvexen Ge-
biet zu 16sen.

Fiir den Fall, dass der Trager von 1 j nur aus einem einzigen Element 7 von 0€2 besteht,
lasst sich folgende Fallunterscheidung machen:
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e Falls ¢c; € Ty, so 1st av uf T identisch 0, wie im Anhang C gezeigt wird. Insbeson-
dere gilt damit A; j = — )L] (c;).
— . . dse;
e Falls c; ¢ To, soist Aj(c;) = 0 und es bleibt: A; ; = fTO %(x) ‘Aj(x)doy.

Die Assemblierung von A kommt in diesem Fall ohne die Berechnung eines singuldren
Integrals aus.

SchlieBlich muss das lineare Gleichungssystem A- 7 = b geldst werden, z.B. durch
eine LR- oder QR-Zerlegung von A.

. Um aus der berechneten Funktion u = Zﬁ.\; i ut-A; die Losung des Dirichlet-Problems
an einer Stelle a € Q zu bestimmen, muss das (regulére) Integral

os 0Sq
@u(a)—fma—v udox—Zu f (— A doy

berechnet werden.
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4.4 Szego6-Integralgleichungsmethode

In diesem Abschnitt soll es um ein von STEVEN R. BELL in [Bel90] und [Bel92] vorgestell-
tes Verfahren gehen, die Szeg6-Integralgleichungsmethode (Szeg6 Integral Equation Method,
SIEM).2> Dieses Verfahren basiert ebenfalls auf funktionentheoretischen Grundlagen und ist
daher wie die CVBEM auf die komplexe Ebene bzw. R? beschrinkt. Bisher war die SIEM auf-
grund des unbekannten Randverhaltens auftretender Funktionen auf glatt berandete Gebie-
te beschrédnkt; in dieser Arbeit wird sie erstmalig auf auch polygonal berandeten Gebiete an-
gewendet.

Grundlage des Verfahrens ist, dass jede harmonische Funktion F: Q — R Realteil einer holo-
morphen Funktion ist (Satz 4.3) und es daher zwei holomorphe Funktionen U und W gibt,
so dass F = U+ W. In der SIEM werden die Randwerte dieser Funktionen mit Hilfe des Szegé-
Kerns bestimmt und dann {iber die Cauchy-Transformation nach innen fortgesetzt.

4.4.1 Theoretische Grundlagen

Funktionenrdume Die funktionentheoretischen Grundlagen sind bereits in Abschnitt 4.2
gelegt worden. Insbesondere sei an die Cauchy-Transformation % erinnert, die C(0Q2, C) nach
Hol(Q2) abbildet (Satz 4.7).

Sei zundchst Q C*-glatt berandet mit der Einheitstangente T: dQ2 — C. Sei weiter A®(Q) :=
Hol(Q) N C*®(Q,C) und A%®(0Q) c C*®(0Q,C) die moglichen Randwerte solcher Funktionen.
Dann bildet die Cauchy-Transformation C*°(0Q, C) auf A*°(Q) ab [Bel92, Theorem 3.1] und
wegen der glatten Fortsetzbarkeit ldsst sich in sinnvoller Weise auch ein Operator

@: C®0Q,C) — A®0Q), Cv:=tr(€v)

1,26

definieren, der ebenfalls als Cauchy-Transformation bezeichnet werden soll,”” vgl. das kom-

mutative Diagramm in Abbildung 19a.

Mit diesem Raum lassen sich die in der Einleitung formulierten Funktionen U und W schon
besser eingrenzen und Thre Funktion fiir die Lésung des Dirichlet-Problems im Falle von C*°-
Randfunktionen beschreiben:

Lemma4.17 Seien U,W € A®(Q) mit Randwerten u = Ujpq und w = Wjsq. Es
gelte u+w = o fiir eine rellwertige Funktion ¢ € C*(0Q, R). Dann lost U + W auf
Q das Dirichlet-Problem zum Randwert .

Beweis: Zu zeigen: U + W ist harmonisch und nimmt ¢ als Randwert an.

P1 Re(U), Im(U), Re(W) und Im(W) aber auch Im(W) = —Im(W) sind harmonische
Funktionen auf Q, die sich stetig auf 0Q fortsetzen. Dies gilt also auch fiir Re(U) +
Re(W) und Im(U) — Im(W).

25 Dieser Name wurde vom Autor dieser Arbeit vergeben.
26 Dies ist das komplexe Analogon zu K _~ aus der Randelementmethode.
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P2 Wenn nun u+w = ¢ auf 0Q, heillt dies insbesondere, dass Reﬁ] +W) = Re(U) +
Re(W) die harmonische Fortsetzung von ¢ auf Q ist. Im(U + W) ist dementspre-
chend die harmonische Fortsetzung von Im(¢) = 0 auf Q, d. h. konstant 0. U

Der Hardyraum S2(0Q) istdie Vervollstindigung von A% (0Q) beziiglich des Skalarprodukts ?(0Q,C): quadratinte-
(-, 12(30,0)- Er spielt eine besondere Rolle bei der Untersuchung des Randverhaltens holo- grierbare Funktionen
morpher Funktionen: Einerseits gilt € v € Hol(Q) fiir alle v € F20Q), umgekehrt gilt aber 00 —-C

auch, dass alle Funktionen V € Hol(Q) Randwerte in 72 (0Q) haben [Bel92, Theorem 6.1 & 7 2(09): 1?09, 0)-
6.2]. #%(0Q) kann also mit dem Raum der Randfunktionen aller holomorphen Funktionen V(szollstéindigung von
auf Q identifiziert werden. Weiterhin lisst sich % zu einem Operator L?(0€,C) — #?(0%) AZ(00)

erweitern [Bel92, Theorem 4.1]; dies ist in dem kommutativen Diagramm in Abbildung 19b

dargestellt.?’

C®(0Q,C) L*(09,0)
: ¢ : X
G i=tro€ A () € :=tro€ Hol(©2)
| tr ! /
3 v
A®(0Q) FE*(0Q)
(a): Die Cauchy-Transformation auf C*°(0€, C). (b): Die Cauchy-Transformation auf L2 (<, C).

Abbildung 19: Die klassische Cauchy-Transformation ¥ induziert {iber den Spuroperator einen
Operator ¢ auf den Randfunktionen.

Lemma 4.17 lasst sich von A*°(Q) auf Hol(Q2) verallgemeinern:

Satz 4.18 Seien u, w € F#2(0Q). Es gelte u + w = ¢ fiir eine rellwertige Funktion
Qe [2(0Q,R) im L2-Sinn. Dann 16st € u + € w auf Q das Dirichlet-Problem zum
Randwert ¢.

Beweis: U := €u und W := €w sind holomorphe Funktionen, die ihre Randwerte (im
L2-Sinn) annehmen. Der Rest erfolgt analog zum Beweis von Lemma 4.17.

O

27 In FuRnote 26 wurde bereits angemerkt, dass % dem Operator K _~ aus der Randelementmethode entspricht.
Wiahrend dort fiir K » nur die Abbildungseigenschaft H"2(3Q) — H"2(3Q) gezeigt wurde, kann ¢ auch auf
I2(09,C) — #%(0Q) definiert werden. Dies gibt Anlass zu der Vermutung, dass sich auch K _~noch entsprechend
erweitern ldsst.
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1 Szegd-Projektion
L*(0Q,C) — H*(0Q)
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Transformation
L?(6Q,C) — Hol(Q)
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Cauchy-Transformation auf Q)  Es wurde noch keine geschlossene Darstellung fiir € ange-

geben. Das klassische Integral
1 v(2)

271 Jogz-a
dass die Cauchy-Transformation % v bestimmt, ist fiir a € Q2 undefiniert, da der Integrand
dort singuldr wird. In Analogie zum uneigentlichen Integral betrachtet man den Cauchy’schen
Hauptwert dieses Integrals auf 6Q:

1 vz 1 v(z
C.H. —- ()dz:=lim—,-f ()dz
2wl Jogz—a e—0 271 JoQ\B.(a) 2—a

dz, (4.20)

Josip PLEMELJ (1873-1967) zeigte in [Ple08], dass dieser Hauptwert fiir alle a € 0Q existiert.
Er zeigte weiterhin, dass dieser nicht identisch mit dem Grenzwert lim,_.;, € v(z) ist, sondern

dass gilt:
> 1
v(@ = lim €v(x) = C.H. —— . @
Z—a 2ni Joaz—a

dz+%-v(a) (4.21)

Bemerkung 4.19 (Plemelj-Formel & Doppelschichtpotential) Nach Satz4.15 ist
fiir reellwertige Randfunktionen v das Doppelschichtpotential Zv auf Q iden-
tisch mit —Re(%é'v). Insofern kann man in d = 2 die im Abschnitt 4.3 genannte
Formel (4.14) iiber das Grenzverhalten des Doppelschichtpotentials,

0s,

1
tr (9v)(a) = e vdoy— 3 v(a),

als direkte Folgerung der Plemelj-Formel betrachten.

Szeg6-Projektion Auf F%(0Q) ist € = Id, denn dort reproduziert € aus einem gegebenen
Randwert die dazugehorige holomorphe Funktion auf Q. Folglich gilt 6% = %, d.h. % ist eine
Projektion von L%(0Q, C) auf #2(3Q). Man betrachte nun die Orthogonalprojektion

F: [2(0Q,C) — F20Q),

d.h. diejenige Projektion %, die fiir ein v € L*(0Q,C) den Abstand | v - v 2 40,¢, Mini-
miert. Diese Projektion heiRt Szegd-Projektion (nach GABOR SZEG®, 1895-1985). Da . v €
A6%(0€)), kann man . v mittels der Cauchy-Transformation iiber die Vorschrift # v := €.%v
holomorph nach Q fortsetzen:

Beispiel 4.20 (Szeg6-Koordinaten) Im Beispiel 4.9 wurden auf dem Polygon Q
mit Ecken vy,..., v, die Cauchy-Koordinaten C;: Q — C eingefiihrt, fiir die

a=) Cila)- v;

n
i=1

1=

fiir alle a € Q gilt. Deformiert man Q2 durch das Verschieben von Ecken mittels
einer auf den Kanten des Polygons linear verlaufenden Funktion f: v; — v}, er-
hilt man ein anderes Polygon Q'. Uber die Abbildung F: a— Y.I" | Ci(a) - v} wird

60
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I2(6Q,0)
L Fi=CoS

~
~

& Hol(Q)

<

FP%(0Q)

Abbildung 20: Im Gegensatz zur Cauchy-Transformation ¢, die auch einen Randoperator €
induziert, ist das Vorgehen bei der Szeg6-Projektion umgekehrt: Der Randoperator . induziert
auch eine Transformation .% ins Innere von Q.

damit auch eine Deformation des Inneren von Q induziert — dies ist gerade eine
diskrete Version der Cauchy-Transformation. Im Allgemeinen wird jedoch F(Q)
nicht deckungsgleich mit Q' sein, insbesondere wird sich F(0Q2) hiufig stark von
0Q)' unterscheiden, vgl. Abbildung 7.

In [WBCGO09] wird daher vorgeschlagen, zur Deformation nicht die direkt von
den Cauchy-Koordinaten induzierte Abbildung zu verwenden, sondern in dem
von den C; aufgespannten, n-dimensionalen Unterraum V < Hol(Q)) diejenige
Funktion G: Q — C zu suchen, die den Abstand || G(0Q) = 0Q'|| ;> 4¢, ¢, minimiert,
d. h. die Szeg6-Projektion G = . f auf V. Dies induziert dann eine Deformation
von (, die stiarker mit der Form von €' iibereinstimmt.

Satz 4.21 (Orthogonale Zerlegung von L?(0Q) [Bel92, Theorem 4.3]) Jede Funk-
tion v € L2(0Q, C) hat genau eine orthogonale Zerlegung

v=u+w

mit u € #%(0Q) und W € #2(3Q)". Weiterhin gilt u = ¥vund w = T- P @ T),
vgl. Abbildung 21.

Man betrachte nun die Orthogonalzerlegung u +  von ¢ € L?(Q). Angenommen,  und w
wiren beide in /#2(0Q), dann wiren die Voraussetzungen von Satz 4.18 erfiillt und € u +Cw
wire die Losung des Dirichlet-Problems zum Randwert ¢. Im Allgemeinen ldsst sich jedoch
T nicht holomorph auf Q fortsetzen, so dass zumindest die Orthogonalzerlegung von ¢ nicht
direkt zur Lésung verwendet werden kann.

Cauchy- und andere Kerne Betrachtet man die Auswertung der Cauchy-Transformation ei-
ner Funktion an einer festen Stelle a € Q) als stetiges, lineares Funktional auf dem Hilbertraum
I2(0Q, ), so gibt es nach dem Riesz’schen Darstellungssatz (Satz 2.12) genau ein Element
C, € I%(0Q,0), so dass:

YveL?0Q,C):Cv(a) = (v, Ca)1260,0)

61



4  GITTERFREIE METHODEN ZUR LOSUNG DES DIRICHLET-PROBLEMS

S (0Q)
N v
u=>v
——
w=T-L@-T)

Abbildung 21: Orthogonale Zerlegung von v € L?(0Q, C)

Aus der bekannten Formel fiir die Cauchy-Transformation (4.20) kann man die geschlossene
Form von C, bestimmen:
1 T(2)
Cu(z) = —-
27wl z—a
C,: Cauchy-Kern Die Funktion C,: 0Q — C heilst Cauchy-Kern.
0Q—C

Bemerkung 4.22 (Cauchy-Kern) Seiy: [0,1] — C eine Parametrisierung von 92,
dann ist:

1
3{ v(z)dz=[ viy(®)-y' () de
0Q 0

1
:fo v(}f(t))-T(Y(t))-|7f'(t)|dt:fag v(2)- T(2)dory

=, T)1260,0)

Mit der obigen Definition des Cauchy-Kerns iiber das L?-Skalarprodukt gilt da-
her:

1 v(2) 1 T(2)
" dz =f v(2) ——- do; = (v,Ca)12(00,0)
2ni Jogz—a 00 2ni z—a

An anderen Stellen in der Literatur wird der Cauchy-Kern zuweilen auch direkt
tiber das komplexe Kurvenintegral hergeleitet; dann entfallen die Tangente und
die komplexe Konjugation.

Betrachte nun die orthogonale Zerlegung
Ca=FCa+T-F(Cy-T) (4.22)

gemadl Satz 4.21. Die Funktion S, := FC, heilit Szegb-Kern. Der Name riithrt daher, dass dies
gerade die Kernfunktion ist, die die Szeg6-Transformation induziert:

S”U(a) = ng U(a) = (52 v, C61>L2(6Q,C) ; (V, jca>L2(aQyC) = <U, Sa>L2(6Q,C)

Die Gleichheit bei  gilt, weil . als Orthogonalprojektion selbstadjungiert ist.
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Im Gegensatz zum Cauchy-Kern, der kein Randwert einer holomorphen Funktion ist, ist S, €
F6%(0Q), d. h. lasst sich durch die Cauchy-Transformation holomorph auf ganz Q fortsetzen.
Daher soll im Folgenden S, als Funktion Q — C verstanden werden.

Der Szeg6-Kern ist in der Funktionentheorie eine bekannte Funktion mit teilweise erstaun-
lichen Eigenschaften. So kann eine konforme Abbildung von Q auf die Einheitskreisscheibe
kompakt mittels des Szeg6-Kerns ausgedriickt werden. Eine ausfiihrlichere Beschreibung die-
ses Resultates findet sich im Anhang D.

Aus (4.22) lasst sich iiber folgenden Zusammenhang eine weitere Kernfunktion auf Q\{a} de-
finieren:

%-La(z) = ~F(Cq-T)

27i z—a
L, heil’t Garabedian-Kern (nach PAUL ROESEL GARABEDIAN, 1927-2010) und ist eine mero-
morphe Funktion auf Q mit einer einfachen Polstelle bei a € Q. Auf 6Q2 gilt

1 1 A — =
La(Z)—m'Z_a—y(Ca'T)

und durch Einsetzen von L, und C, in (4.22) erhilt man auf 0Q:
Ly=i-S,-T (4.23)

Dieser Zusammenhang soll nun benutzt werden, um das auf Seite 61 besprochene Defizit der
Tangentenfunktion, sich nicht holomorph nach Q fortsetzen zu lassen, zu umgehen.

Losung des Dirichlet-Problems Die Cauchy-Transformation % hat als linearer Operator
auf 1?(0Q,C) einen adjungierten Operator 4*. Gilt fiir die Cauchy-Transformation auf v €
C*(09,C) die Darstellung (4.21):

1 T(2)

A 1
Yv(a)=—--v(a)+C.H. —
2 0027wl z—a

-v(z)do,,

so gilt fiir ihren adjungierten Operator nach [KS78]:

SN
*
=
)
I
=
&
+
@)
an)

. [ 1 1@ 2 do, (4.24)
00 2ni a-z

1 T@T@) sy

-v(a)—T(a)-C.H. -
0021l zZ—a

N[ = DN = N =

— == 1
v(a@)-T(a)-(€(T-v)(a) - 3 via)-T(a))

=v(@) -T(a)-E(T -D)(a) (4.25)

Also gilt ¢* v=v—T-€ - T) und €* lisst sich auf L?(3Q, C) fortsetzen. Wihrend % als eine
Art Grenzwert von € ,aus dem Inneren von Q kommt“ und sich via ¢ auch wieder dahin
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Lg: Garabedian-Kern
Q\{a} - C
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fortsetzen lisst, ist €* nur auf 4Q definiert und es gibt auch keine kanonische Entsprechung
auf einem Q-Funktionenraum.

Der Kerzman-Stein-Operator «f (nach NORBERTO L. KERZMAN und ELIAS M. STEIN) ist defi-
niert als o =% —%*. Insbesondere ist damit

M+ V) =v+LW)=v+Cv—-v+T-€V-T)=Cv+T-€@-T)
Nun lisst sich das zentrale theoretische Resultat dieses Abschnitts formulieren:

Satz 4.23 (Losung des Dirichlet-Problems [Bel90, Theorem 2.1]) Sei@ € C*°(0Q2,R)
und a € Q. Sei r: 0Q2 — C die Losung der Gleichung

(Id+)(r)=Sq- ¢ (4.26)
Seien weiter folgende Funktionen auf Q definiert:

Er A
U:= W=i————

TS, L,

Dann ist U + W die Lésung des Dirichlet-Problems zum Randwert ¢.

Beweis: Zu zeigen: U und W sind holomorph und tr(U + W) = ¢, der Rest folgt aus
Satz 4.18.

P1 (Annahme der Randwerte) L, ist eine meromorphe Funktion auf Q, die sich auf
dem Rand durch L, :=i-S,- T stetig fortsetzen lasst.

Sei r wie gefordert, dann gilt auf 6Q:

Sa-p=r+A ) =€Cr+T-€T-T)

Teilt man dtgch Sq (S84 verschwindet auf Q nach [Bel92, Theorem 9.7] nicht) und
substituiert T = _%S”, ergibt sich:

a

ér T-€F-T)
_er Ter-D

=S T s,
_%r -1¢@-T)

Sa I,

=tr(U) + tr(W)

Also nimmt F := U+ W die Randwerte ¢ an. Insbesondere hingt die Lésung F nicht
von der Wahl von a ab.

P2 (Harmonische Fortsetzung) Es bleibt zu zeigen, dass U und W holomorph sind.
In beiden Funktionen ist der Zdhler im Bild der Cauchy-Transformation, also in
Hol(Q).
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Bei U ist der Nenner ebenfalls holomorph und wird nach [Bel92, Theorem 9.7]
nicht 0, d. h. U ist holomorph.

Bei W ist der Nenner meromori)h mit einer einfachen Polstelle bei a € QQ und wird
nach [Bel92, Theorem 9.5] auf Q\{a} ebenfalls nicht 0, d. h. auch W ist holomorph.
O

Satz 4.23 behilt seine Giiltigkeit auch fiir C(6Q2, R)-Funktionen, da diese als Grenzwert von
C*°(09Q, R)-Funktionen auftreten. Um den Satz praktisch verwenden zu konnen, miissen noch
folgende Fragen gekldrt werden:

e Wie kann S, fiir ein a € Q berechnet werden?
* Wie kann die Gleichung (Id + &) (r) = S, - ¢ geldst werden?

Berechnung des Szeg6-Kerns In [KS78] wird gezeigt, dass Szeg6- und Cauchy-Kern {iber
den Kerzman-Stein-Operator </ in Verbindung stehen:

(Id-)(Sz) =C, (4.27)

Mit der Formel (4.24) fiir €* erhilt man fiir </ (v) folgende Integraldarstellung:
A (v)(a) =€ v(a)—€" v(a)

1 1 T
=—-v(a)+C.H.f — (Z)~v(z)daz
2 Q27T z—a
1 T(a)

—%~WM—C}L — v(z)do,

Q271 a—z

:lfcﬂf(ﬂ@—ﬂmmwm@
2mi 00 Z2—a z—a

=:C.H. f A(a,z)-v(z)do,
Q.

Die Funktion A(a,z) = == - (M - %) heildt Kerzman-Stein-Kern. In [KS78, Theorem 5.1]

wird gezeigt, dass — entgegen der intuitiven Vermutung — A € C*°(0Q x 6L, C) gilt. Diese Dar-
stellung von &« ermdoglicht eine Formulierung von (4.27) als Fredholm’sche Integralgleichung
2. Art und ist eindeutig nach S, 16sbar.

Die Berechnung der gesuchten Randfunktion r in (4.26) verlduft dann analog.

4.4.2 Diskretisierung

Die SIEM wird in [Bel90] nur fiir glatt berandete Gebiete definiert. Auf solchen Gebieten ist
die Einheitstangente T C*°-glatt und damit ist fiir a € Q auch C, € C*°(6Q, C). Weiterhin ist
der Kerzman-Stein-Kern A fiir solche Gebiete eine C°°-Funktion auf 4Q x 0Q.2® Daraus folgt,
dass der Szeg6-Kern als Losung von (Id — «#)(S,) = C, ebenfalls eine glatte Funktion ist.

28 Hier ist essentiell, dass  C*®°-berandet ist, andernfalls stimmt diese Aussage nicht. In der Tat ist fiir ein Gebiet
mit Ck—glatten Rand A € CK=2(6Q x 6Q, C) fiir k = 2 [KT86, Theorem 2].
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Fiir polygonal berandete Gebiete gestaltet sich die Situation schwieriger.? Dort ist schon
T an den Ecken des Polygons unstetig, das gleiche folgt fiir den Cauchy-Kern. Als Ortho-
gonalprojektion L?(0Q, C) — #%(0Q) ist die Szegd-Projektion jedoch auch auf polygonalen
Gebieten wohldefiniert und ein beschrédnkter linearer Operator auf [2(6Q,C). Daher gibt es
auch dort, analog zum glatten Fall, nach dem Riesz’schen Darstellungssatz fiir alle a € Q ein
S, € L?(0Q,C) mit Fv(a) = (v,S,) 1200,0)- Insbesondere ist also auch die Integralgleichung
(Id - ) (S,) = C,4 eindeutig 16sbar.

Der in dieser Gleichung auftretende Kerzman-Stein-Kern A(w, z) ist

* unstetig an den Ecken des Gebietsrandes,
e identisch 0, falls w und z auf der gleichen Kante liegen,
e und kann beliebig grof§ werden, falls w und z auf benachbarten Kanten liegen,

hat damit also viele Eigenschaften mit dem Kern fiir das Doppelschichtpotential gemeinsam.

In vielerlei Hinsicht ist die Berechnung des Szeg6-Kerns S, aus (Id — «/)(S,) = C, also ver-
gleichbar mit der Berechnung der Dichtefunktion u aus (—% -Id + K)(4) = ¢ in der indirekten
Formulierung der Randelementmethode. Ein wesentlicher Unterschied ist jedoch, dass dort
die gesuchte Dichtefunktion u unstetig, die rechte Seite ¢ aber stetig ist — bei der Berech-
nung des Szegb-Kerns ist es genau umgekehrt: Die rechte Seite C, ist unstetig, die gesuchte
Funktion S, jedoch stetig, denn S, ist per Definition in /2 (0Q) und damit Randwert einer
holomorphen Funktion auf Q. In Abbildung 22b ist beispielhaft der Szeg6-Kern auf einem
polygonalen Gebiet abgebildet.

(a): Cauchy-Kern Cg, (b): Szeg6-Kern S, = #C,

Abbildung 22: Der Cauchy-Kern und seine Orthogonalprojektion nach #2(0Q), der Szegé-
Kern, auf einem Polygon. Beide Kernfunktionen Q x Q2 — C sind im ersten Argument bei a € Q
festgehalten und nur auf dem Rand visualisiert.

29 Sogar fiir Artikel, die explizit einen Schwerpunkt auf die numerische Berechnung des Szeg6-Kerns legen, wie
[KT86, Bel90, Trus6], werden nur Gebiete mit mindestens C2-glattem Rand betrachtet.
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4.4.3 Algorithmus

Die Integralgleichung (Id — «/)(s) = C, soll mit dem Nystrom-Verfahren gelost werden.

1. Zunichst muss ein N-dimensionaler Unterraum S” auf dQ festgelegt werden, in dem  N: Dimension des
(4.27) gelost werden soll. Einen Raum zu wihlen, in dem unstetige Funktionen enthal- Losungsraumes
ten sind, ist zwar eine Moglichkeit, aber nicht (wie bei der BEM beschrieben) durch die
Natur des Problems vorgegeben. Ein Beispiel wiren die stiickweise linearen Funktio-
nen auf 0Q. Es ist allerdings darauf zu achten, dass die an den Ecken des Polygons zu
erwartenden charakteristischen Verhaltensweisen der Losung (z. B. Spitzen) durch S"-

Funktionen abgebildet werden kénnen.

2. Sei{A,...,An} eine Basis von S", wobei jede Funktion A;j den Tréger 7; < 0Q habe. Im 7;: Trager von A
Fall der stiickweise linearen Funktionen ist hier die Basis der Hiitchenfunktionen eine
naheliegende Wahl, wobei dann auch zu jeder Ecke des Polygons eine entsprechende
Hiitchenfunktion existieren sollte.

3. Esmiissen N Kollokationspunkte {cy, ..., cy} auf 6Q gewdhlt werden, an denen die Gleich-
heit
s(ci) = s(ci) = Cqlcy) (4.28)

gelten soll. Offensichtlich konnen an den Unstetigkeitsstellen von C, (d. h. an den Ecken
des Polygons) keine Kollokationspunkte platziert werden. Der Anhang B beschiftigt
sich mit der Frage, wie die Kollokationspunkte zu platzieren sind, um Existenz und Ein-
deutigkeit sowie eine gute Approximation der Losung zu erhalten.

4. Nun miissen die Matrix A und die rechte Seite b fiir das lineare Gleichungssystem

A-§ = b assembliert werden. Die Eintrige von s sind die gesuchten Koeffizienten

s!,...,sN der Basisfunktionen. Der Eintrag b; ist die rechte Seite von (4.28):3°

b; = Cy(c;)

Der Matrixeintrag A; ; resultiert dementsprechend aus der linken Seite von (4.28), wenn
sin der Basis {14, ..., Ay} ausgedriickt wird:

Ajj=Ajei) —AAj(ci) =/1j(0i)—LQA(Ci,x)'ﬂj(x)de

:/lj(c,-)—f A(ci, x)-Aj(x)doy  (4.29)
-

J

Bei der Berechnung des Integrals ij A(cj, x) - Aj(x)doy ist unbedingt zu beachten, dass
fiir festes c; auch A(c;, x) an den Ecken des Polygons Q2 unstetig ist. Dies bedeutet, dass

30 Die SIEM ist das einzige der vorgestellten Verfahren, bei davon abzuraten ist, die rechte Seite mit Hilfe einer
Sampling-Matrix zu assemblieren, da hier keine auf den Polygonkanten linearen Funktionen auftreten.
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man auf einem 7 j, das eine Ecke des Polygons enthilt, keine Quadraturformeln verwen-
den kann, die diese Ecke in die Berechnung mit einbeziehen. Insbesondere sind (ab-
geschlossene) Newton-Cotes-Formeln zu vermeiden; stattdessen kénnen z. B. Gauss-
Legendre-Formeln verwendet werden.

SchlieRlich muss das lineare Gleichungssystem A- s = b geldst werden. Die erhaltene
Funktion ist eine Approximation des Szeg6-Kerns S,,.

5. Die berechnete Funktion s ist nur vom Gebiet Q und a € Q) abhéngig. Um das Dirichlet-
Problem zur Randfunktion ¢ zu 16sen, ist nun die Lésung von (4.26) bzw. der diskreten
Variante

(Id+«)(r)=s-¢ (4.30)

notwendig. Dafiir ist erneut das Losen einer Integralgleichung erforderlich, bei der im
Wesentlichen die gleichen Schritte wie oben durchzufiihren sind. Obwohl hier die rech-
te Seite stetig ist, gilt das nicht fiir den Kerzman-Stein-Kern, so dass die Kollokations-
punkte beibehalten werden sollten.

6. Zu einem Punkt z € Q und einer Randfunktion v: 6Q — C kann man die Cauchy-Trans-
formation € v(z) iiber die numerische Berechnung von

1 v(x)

(U,C) 2 ="
z/12(09),C) 2711 Joox—2z

dx

auswerten.

Der Szeg6-Kern S, istin A% (0Q) und lasst sich durch €S, holomorph auf Q) fortsetzen.
Fiir seine Approximation s gilt dies entsprechend.

Der Garabedian-Kern L, ist eine meromorphe Funktion auf Q. Bei a hat er eine Sin-

gularitdt mit Residuum ﬁ und nimmt die Randwerte i-S, - T an. Um diese Randwer-

te meromorph auf Q fortzusetzen, muss man zunéchst res,(x) := ﬁ . lea abziehen,
dann die Cauchy-Transformation anwenden und schlief§lich wieder res,(x) addieren,
d.h.

La=%€(i-Su- T —1es,) +res,
bzw. L, =€(i-5- T —res,) + res, mit der S, approximierenden Funktion s.

Nun hat man alle Mittel beisammen, um Satz 4.23 im polygonalen Fall anzuwenden.
Sei z € Q, dann berechnet sich die harmonische Fortsetzung von ¢ an z mit:

6rz) . €Tz

+1i (4.31)
CgS(Z) La (Z)
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4.5 Analyse

Die vier vorgestellten Verfahren sind prinzipiell alle in der Lage, das Dirichlet-Problem zu 16-
sen, um dariiber harmonische Koordinaten zu berechnen. Das Grundprinzip ist immer, eine
exakt harmonische Funktion U zu berechnen, die die vorgegebenen Randwerte ¢ moglichst
gut approximiert, so dass

||tr(U) - (p|| = min

Es sollin diesem Abschnitt das Szenario der Berechnung harmonischer Koordinaten v1,...,¥, v1,...,¥,: Koordina-
auf einem Polygon mit Ecken vy, ..., v, betrachtet werden. Die v; sind die Losungen des tenfunktionen
Dirichlet-Problems zu den Hiitchenfunktionen ¢y,...,¢, auf dem Rand und sollen fiir eine 1>+ Vn’ Ecken des
Menge von Punkten p;,..., p;, ausgewertet werden. Dabei soll es die Option geben, die be- Polygons

rechneten Losungen 1, ..., %, spiter auch noch fiir weitere Punkte auszuwerten. 1., @n: Hiltchen-

funktionen auf
oQ

4.5.1 Vergleich der Vorgehensweisen g 1+ Pm: Punkte in
Jedes der vorgestellten Verfahren lduft in drei Schritten ab:

1. Praprozess-Schritt, in dem eine nur von Q und potentiell von einem a € Q abhéngige
Matrix assembliert und ggf. eine Hilfsfunktion berechnet wird

2. fiir jede Randfunktion ¢;,...,¢,: Berechnung eines Koeffizientenvektors zu der von ¢;
abhéngigen rechten Seite

3. fiir jeden Punkt p;,..., p;,; und jede Koordinatenfunktion 4, ...,¥,: Berechnung des
Koordinatenvektors v;(p;)

Im Folgenden sollen fiir die vier vorgestellten Verfahren

* Methode der Fundamentallésungen (MFS)

* Komplexwertige Randelementmethode (CVBEM)
* Randelementmethode (BEM)

* Szeg6-Integralgleichungsmethode (SIEM)

die in den einzelnen Phasen notwendigen Schritte zusammengefasst werden. Dabei wird je-

doch nur die Variante des Verfahrens behandelt, die in dem jeweiligen Abschnitt vorgestellt

wurde. Dabei sei angenommen, dass es N Freiheitsgrade gibt und die cy, ..., cps Observations- N: Anzahl

(M > N) bzw. Kollokationspunkte (M = N) iiber eine Sampling-Matrix S berechnet werden.  Freiheitsgrade

Die Tabelle 1 auf Seite 70 zeigt die einzelnen Schritte, die in jedem Verfahren durchlaufen c¢1,..., ca: Observations-
werden. bzw. Kollokations-

punkte
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MFS

CVBEM

BEM

SIEM

MFS

CVBEM

BEM

SIEM

Tabelle 1: Vorgehensweise der vorgestellten Verfahren

. Priprozess-Phase

RBEF-Zentren x,..., Xy bestimmen

Observationspunkte cy, ..., cpr bestimmen
Amit a;,j = sx,(c;) assemblieren
Pseudoinverse A* und A’ := A* - S berechnen

Observationspunkte cy, ..., ¢y bestimmen
Amit a; j = Re(Dj(c;)) bzw. —=Im(D;(c;)) assemblieren
Pseudoinverse A" und A’ := A* - S berechnen

Kollokationspunkte cy, ..., cp; (M = N) bestimmen
Amita; ;= (K- %)()Lj)(c,-) assemblieren
(Pseudo-)Inverse AT und A’ := A* - S berechnen

Kollokationspunkte cy,...,cy (M = N) bestimmen
a € Q) wihlen
Amit a; ; = (Id - «/)(1;)(c;) assemblieren
rechte Seite b = (Ca(ci))i=1,.,m assemblieren
A-3 =D losen
Amit a; j = (Id + /) (1) (c;) assemblieren
(Pseudo-)Inverse A™ und A’ := A* - diag(s) - S berechnen

wi=A

wi=A

wi=A

—

uiZA/

. Fiir jede Randfunktion ¢;

-7 berechnen

-@; berechnen

-@; berechnen

-@; berechnen

3. Fiir jeden Punkt p; und jedes v ;

70

RBFs linear kombinieren:
Vi(pr) =X ul - sy, (pi) + (w, pi) + w°

Cauchy-Transformation von u;:
vi(pr) =X ;Re(Dj(pp) -Re(u)) -
Im(D; (pp)) - Im(u])

Doppelschichtpotential von u;:
6snk

Vilp) = LUl oo (5 - 1) doy

u; in Losungsdarstellung einsetzen:

(o) = Cuipr) . €T (pr)
VilPE) = Zstpo T T Lapo)




4.5 ANALYSE
4.5.2 Speicher

Von der Vorgehensweise unabhingig und in dem genannten Szenario inhdrent vorhanden
sind die O(m - d) Gleitkommazahlen (doubles) fiir die kartesischen Koordinaten der p; sowie
O(m - n) fiir die zu berechnenden baryzentrischen Koordinaten.

Dartiber hinaus wird fiir die konkrete Berechnung eine gewisse Menge Speicher benétigt, die-
ser ist jedoch bei allen vorgestellten Verfahren dhnlich:

* O(M) fiir die diinn besetzte Sampling-Matrix S, wobei M in der Regel ein kleines ganz-
zahliges Vielfaches von N ist. Fiir die MFS berichten die Autoren von [MKB*08] von
guten Erfahrungen mit M = 3 N; bei einer Kollokationsmethode ist M = N.

* O(d- M) fiir die Speicherung der c;

* O(M- N) fiir die Speicherung der Matrix A

e nur in der SIEM: O(N) fiir die Speicherung der Koeffizienten s
* O(N - N) fiir die Pseudoinverse bzw. die LR-Zerlegung von A

* O(N-n) fiir die jeweils N Basiskoeffizienten der u;

Die SIEM verwendet als einziges Verfahren iiberall komplexe Zahlen, d. h. jeder Matrix-/Vek-
toreintrag benotigt mindestens doppelt so viel Speicher.

Der Punkt, der hier am meisten ins Gewicht fallt, ist die M x N-Matrix A sowie die letztendlich
berechneten n baryzentrischen Koordinaten fiir jedes p;. Hier hdngt es von der Anwendung
ab, fiir wie viele Punkte p; die Koordinaten berechnet werden sollen, und ob die Grof3e der
Matrix A ein relevanter Faktor ist. 3!

4.5.3 Laufzeit

Aus Tabelle 1 14sst sich entnehmen, dass die Laufzeit im Wesentlichen durch vier Punkte do-
miniert wird:

1. Assemblierung der Matrix A

2. Zerlegen/Invertieren der Matrix A

3. n-mal: Berechnung der Koeffizienten u; aus der zerlegten Matrix
4. (m-n)-mal: Auswertung einer Funktion v; an einer Stelle py

Diese Punkte sollen nun einzeln untersucht werden.

31 Zum Vergleich: Bei der Methode der linearen Finiten Elemente ist die Matrix diinn besetzt, hat aber Zeilen
und Spalten proportional zur Anzahl der inneren Gitterpunkte. Bei vergleichbarer Gitterweite ist diese Anzahl
auch in der GroRenordnung O(N?), d. h. die Anzahl der von Null verschiedenen Elemente ist auch in O(N?).
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1. In jedem der vorgestellten Verfahren wird die Matrix A mit unterschiedlichen Werten
assembliert. Bei der Berechnung dieser Werte hebt sich die MFS jedoch deutlich von
allen anderen Verfahren ab, denn es miissen dafiir keine Integrale berechnet werden.
In der MES ist

ai,j = Sx;(¢i),

wobei die Singularitdtenfunktion die Gestalt (2.2) hat und in allen Dimensionen sehr
schnell und einfach zu berechnen ist.

In allen anderen Verfahren muss hier jedoch der Grenzwert eines Integraloperators be-

rechnet werden:
) 1 1 Aj(2)
ajj—1i-ajj+1= E-/lj(ci) + 27 -C.H. — dz (CVBEM)
1 0se,
ai,j=—5~/1j(c,-)+C.H. faQ £ (y)-/lj(y)dO'y (BEM)
ai, ZAj(Ci)—C. H. f A(C,‘,Z)vlj(z) do, (SIEM)
0Q

Das Integrationsgebiet der auftretenden Integrale reduziert sich auf den Trager von
Aj; bei geschickter Wahl der ¢;, einer unstetigen Basis und der hier verwendeten Va-
riante der BEM sind die Integrale auRerdem nicht-singuldr®? und kénnen mit Gauss-
Legendre-Verfahren ausgewertet werden.

Der Aufwand, diese Integrale akkurat zu berechnen, hidngt bei lokalem Trager zwar
nicht von N oder M ab, erfordert aber doch einen deutlich hoheren Aufwand als die
Berechnung des Matrixeintrags in der MFS; bei CVBEM und SIEM findet die Integrati-
on aullerdem mit komplexen Zahlen statt.

In allen Fillen ist es prinzipiell moglich, eine geschlossene Darstellung des Integrals zu
finden. Es ist jedoch fraglich, ob die Auswertung eines entsprechenden geschlossenen
Ausdrucks tatsdchlich immer schneller vonstatten geht als eine entsprechende Quadra-
turformel.

2. Alle Verfahren miissen die M x N-Matrix A so prédparieren, dass im Anschluss eine
schnelle Berechnung der u; aus ¢; moglich ist, in Tabelle 1 wurde dafiir beispielhaft
die Pseudoinverse A* genannt. Es gibt verschiedene Verfahren (z.B. iiber eine QR-,
Singuldrwert- oder LR-Zerlegung), eine solche Préparierung vorzunehmen, die alle in
der einen oder anderen Weise bei den Verfahren zum Einsatz kommen konnten. Hier
muss man anhand der konkreten Gestalt von A und dem Verhéltnis von M und N eine
Auswahl treffen, die Laufzeit liegt jedoch immer in der Gr68enordnung O(M - N 2,

3. Bei MFS, CVBEM und BEM steht auf der rechten Seite des (ggf. {iberbestimmten) Glei-
chungssystems A-u; = b; der Vektor der an den Kollokations-/Observationspunkten
c1,...,cp ausgewerteten Funktion ¢;. Wegen der Linearitdt der Hiitchenfunktion ¢;

32 Wihlt man den Ansatz des Einfachschichtpotentials, stimmt dies nicht mehr, vgl. Anhang C.
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auf jeder Polygonkante, kann man E: durch Multiplikation der M x n-Sampling-Matrix
S mit dem Vektor ¢j := (‘Pi(vl), . ..,(pi(vn)) erhalten.

Wie in der Tabelle 1 notiert, kann man eine N x n-Matrix A’ := A*-§ aufstellen und
erhilt dann die gesuchten Koeffizienten u; durch Multiplikation von A’ mit ¢;. In der
SIEM muss die Vorgehensweise leicht variiert werden, denn die rechte Seite des Glei-
chungssystems ist zwischen den Ecken des Polygons nicht stiickweise linear. Man kann
jedoch die rechte Seite b auch hier in ein Produkt aus Matrizen zerlegen,

s(cp)
b =(s(c) @(ci);my. = -S- ¢ =diag(¥)-S- @,
s(em)

und kann dann mit A’ := A" -diag(’s) - S genau wie bei den anderen Verfahren vorge-
hen.

Da in @; bei den Hiitchenfunktionen der i-te Eintrag den Wert 1, alle anderen Eintrige
den Wert 0 haben, erhilt man den Vektor der Basiskoeffizienten u; einfach als i-te Spal-
tevon A’, d. h. der Aufwand zur Lésung des Gleichungssystems beschrinkt sich auf das
Auslesen der Werte von A'.

4. Bei der Auswertung der Koordinatenfunktion 1; an der Stelle py stellt sich die Situati-
on dhnlich wie bei der Assemblierung der Matrix A dar. In der MFS sind lediglich alle
Singularitdtenfunktionen an py auszuwerten und mit den jeweiligen Koeffizienten zu
multiplizieren.

Bei CVBEM und BEM sind die auf 0Q bestimmten Funktionen u; mittels Cauchy-Trans-
formation bzw. Doppelschichtpotential nach innen fortzusetzen und an pj; auszuwer-
ten. Dabei muss wieder fiir jede Basisfunktion A ; auf 902 ein (im Falle der CVBEM kom-
plexes) Randintegral ausgewertet werden.

Bei der SIEM miissen fiir jede Auswertung eines 1/; an einer Stelle sogar vier Randfunk-
tionen per Cauchy-Transformation nach innen fortgesetzt werden.

Bei der einmaligen Assemblierung der Matrix A, die mit O(M - N) in ihrer asymptoti-
schen Laufzeit hinter der Zerlegung/Invertierung von A mit O(M - N?) bleibt, fillt die
durch die Auswertung der Randintegrale benotigte zusdtzliche Zeit u. U. kaum ins Ge-
wicht. Bei den n -k Auswertungen der harmonischen Koordinatenfunktionen macht
sich dieser Zusatzaufwand jedoch deutlich stdrker bemerkbar.

4.5.4 Bemerkungen

Laufzeit Ausasymptotischer Sicht ist die Laufzeit aller vorgestellten Verfahren gleich. Ndher
betrachtet unterscheidet sich jedoch die MFS deutlich von den anderen drei Verfahren:

e Auf0Q mussin dem Sinne kein Gitter konstruiert werden, als dass bei der MFS nur eine

Punktwolke fiir die RBF-Zentren notwendig ist. Im Gegensatz zu den anderen Verfah-
ren werden keine Gitterelemente und noch nicht einmal Nachbarschaftsinformationen
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bendtigt. Daher gibt es einen Laufzeitvorteil gegeniiber den anderen Methoden, die zur
Auswertung von Integralen ein elementbasiertes Gitter benotigen.

* Die Assemblierung der Matrix A sowie die Auswertung der berechneten Losung geht
bei der MFS deutlich schneller vonstatten als bei den anderen Verfahren, da bei diesen
Randintegrale berechnet werden miissen.

* Die MFS hat einen geschlossen ausdriickbaren Gradienten. Bei Darstellungen der Lo-
sung U als Cauchy-Transformation einer Randfunktion u ist dies iiber die verallgemei-
nerte Cauchy-Integralformel

U'(a) _ L u(z)

. ———dz
27ni Joa (z— a)?

zwar ebenfalls moglich, die Auswertung dauert aber deutlich linger.*

Numerische Approximation Beider Approximation der exakten Losung im Grenzfall unter-
scheidet sich die MFS ebenfalls von den anderen Verfahren:

* Die MFS ist die einzige der vorgestellten Methoden, die keine umfassende Theorie als
Grundlage hat, die die Existenz einer exakten Losung sichert.

e Da der Wert der s,(x) nur vom euklidischen Abstand ||a — x|| abh#dngt (auch wenn die
Verbindungsstrecke von a und x nicht vollstindig in Q liegt), kann es bei nicht-konve-
xen Gebieten passieren, dass eine Singularitdtenfunktion fiir zwei Observationspunkte
auf verschiedenen Kanten fast identische Werte annimmt. Dies kann zu einer fast-sin-
guldren Matrix A und damit einer schlechten Approximation fiihren, vgl. Abbildung 23.

* In allen Verfahren treten numerische Schwierigkeiten auf, sobald die berechnete L6-
sung des Dirichlet-Problems an einem Punkt x nahe am Rand ausgewertet werden
soll, da iiberall der Term In(||a — x||) bzw. ||a — x||* auftritt. In der MFS ist der Abstand
la— x|l nach unten durch den Abstand der RBF-Zentren von 0Q beschrénkt, so dass
sich die Probleme hier in Grenzen halten. In den anderen Verfahren gibt es dafiir jedoch
keine untere Schranke, so dass fiir x — a spezielle Quadraturformeln fiir fast-singuldre
Integranden verwendet werden sollten.

Implementierung Beim Aufwand fiir die Implementierung ldsst sich keine so deutliche Auf-
teilung in zwei Gruppen vornehmen, hier stellt sich das Bild differenzierter dar.

33 Der Gradient ist wichtig, wenn man nicht fiir einen Punkt x die harmonischen Koordinaten w(x) :=
(¥1(x),...,¥n(x)) erhalten, sondern fiir ein gegebenes Koordinatentupel & := (a1,...,ap) den Punkt x = v )
berechnen mochte, wie beispielsweise bei der Gittergenerierung (vgl. Seite 6) notwendig. Hier muss ein nicht-
lineares Gleichungssystem geldst werden; dies kann z. B. mit dem mehrdimensionalen Newton-Verfahren gesche-
hen, fiir das an jedem Punkt in Omega die Jacobi-Matrix von y schnell berechenbar sein muss.
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Xi

Abbildung 23: Eine Situation, bei der die MFS anféllig fiir numerische Probleme ist.

* Die MFS hat unbestritten den geringsten Aufwand in der Implementierung. Die Gene-
rierung eines Gitters auf 6Q entfillt, die Matrix A kann mittels simpler Berechnungen
assembliert werden und die Auswertung der Losung gestaltet sich ebenso einfach. Die
dem Verfahren zugrundeliegende Idee ist einfach zu verstehen und erméglicht ein ein-
faches Debugging.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde im JAvAVIEW-Framework ein Workshop zur De-
formation von 2D-Geometrien mittels harmonischer Koordinaten entwickelt, der in
einer Variante die MFS verwendet. Dieser Workshop wurde fiir die Deformation in Ab-
bildung 5 verwendet.

¢ CVBEM und BEM basieren auf der gleichen Idee, wie die Ahnlichkeit der Namen schon
andeutet. In der Tat gibt es, wie in dieser Arbeit gezeigt, eine Variante der BEM, die
dquivalent zur CVBEM ist.

Die Autoren der CVBEM geben eine einfachere theoretische Grundlage als Alleinstel-
lungsmerkmal ihrer Methode im Vergleich zur BEM an. Dariiber mag man geteilter
Meinung sein, in jedem Fall ist jedoch komplexwertige Arithmetik fiir die Implentie-
rung notwendig, was die Verwendbarkeit externer Bibliotheken einschrankt.

In beiden Verfahren miissen dhnliche singuldre bzw. fast-singuldre Integrale ausgewer-
tet werden, was eine intensive Beschéftigung mit Quadraturformeln erfordert.

 Fiir die SIEM konnen als untere Schranke fiir die Komplexitdt der Implementierung
BEM bzw. CVBEM vorausgesetzt werden, da die dort notwendigen Schritte in &4hnlicher
Form auch alle in der SIEM auftreten. Dort kommen jedoch noch weitere Schritte hin-
zu, die ebenfalls eine gewisse Komplexitidt mitbringen; in dieser Arbeit wurden einige
Schritte aus dem Verfahren erstmalig auf polygonalen Gebieten angewendet.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde fiir den oben genannten JAVAVIEW-Workshop
zur Geometrie-Deformation auch die SIEM als moglicher Algorithmus implementiert.
Die Plots von Cauchy- und Szeg6-Kern in Abbildung 22 sind als Nebenprodukt dieser
Implementierung entstanden.
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5 Zusammenfassung & Ausblick

In den vorherigen Abschnitten wurden vier Verfahren vorgestellt und analysiert, die zur Lo-
sung des Dirichlet-Problems bzw. der Berechnung harmonische Koordinaten herangezogen
werden konnen. Steht die Entscheidung fiir eines dieser Verfahren an, kann man sich an fol-
genden Kriterien orientieren:

* In d = 2 bietet die CVBEM fiir Berechnung harmonischer Koordinaten eine echte Unter-
menge der BEM. Bei der CVBEM muss jedoch mit komplexen Zahlen gerechnet werden,
was im Vergleich mit der BEM bei einem &hnlichen Ergebnis fiir eine hohere Laufzeit
sorgt.

Ein ausschlaggebendes Kriterium fiir die CVBEM kann jedoch sein, dass die berechne-
ten Koeffizienten gleichzeitig die harmonisch konjugierte Funktion von U bestimmen.

e Die SIEM kann ebenfalls nur fiir d = 2 angewendet werden. Aufgrund der Komplexitat
der Implementierung und dem hohen Aufwand, der zur Berechnung der Losung not-
wendig ist (bei gleichzeitigem Fehlen von Konvergenzresultaten), ist von der Verwen-
dung der SIEM zur Berechnung harmonischer Koordinaten eher abzuraten.

Die in dem Verfahren verwendete Methode, den Szeg6-Kern zu berechnen, ist mit der
in dieser Arbeit entwickelten Berechnung auf polygonalen Gebieten, jedoch fiir andere
Anwendungen von Interesse (vgl. Anhang D).

e Die MFS ist ein in allen Dimensionen anwendbares, schnelles Verfahren mit leichter
Implementierbarkeit. Fiir prototypische Entwicklungen oder Anwendungen, bei denen
Geschwindigkeit und nicht numerische Genauigkeit im Vordergrund steht, ist die MFS
eine gute Wahl. Bei nicht-konvexen Gebieten ist dabei besondere Sorgfalt im Platzieren
der RBF-Zentren geboten.

* Die BEM ist wie die MFS in allen Dimensionen anwendbar und dartiiber hinaus in vie-
len Varianten verfiigbar. Der hier vorgestellte Algorithmus als Kombination von indi-
rekter Methode mit dem Doppelschichtpotential bei Verwendung eines Kollokations-
verfahrens ist allerdings bereits eine der einfachsten Varianten. Die Implementierung
ist deutlich komplizierter als bei der MFS, es gibt jedoch in der Literatur auch entspre-
chende Konvergenzresultate.

Fiir Anwendungen, bei denen die numerische Genauigkeit im Vordergrund steht oder
bei denen hiufig nicht-konvexe Gebiete vorkommen, ist die BEM in einer entsprechen-
den Variante zu empfehlen.
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Fiir eine zukiinftige Vertiefung gibt es mehrere mogliche Richtungen:

* Die Vorteile der MFS zur Berechnung harmonischer Koordinaten werden durch die bei
ungiinstiger Wahl der RBF-Zentren entstehenden numerischen Probleme teilweise wie-
der aufgehoben.

Hier wiirde sich eine Untersuchung anbieten, inwieweit man durch geschickte Platzie-
rung der Singularitdtenfunktionen oder adaptives Vorgehen Konvergenzresultate erzie-
len kann.

* Bei der Bewertung der MFS wurde genannt, dass der Gradient der berechneten Koordi-
natenfunktionen ; bzw. die Jacobi-Matrix von v := (¥1,...,¥,) schnell berechenbar
ist. Unter Verwendung eines multidimensionalen Newton-Verfahrens lie3e sich zu ei-
nem gegebenen Koordinatentupel @ damit schnell ein Punkt x € QQ mit den baryzentri-
schen Koordinaten a finden.

Eine interessante Forschungsfrage wire, ob man mit Hilfe dieser Zuordnung a — x nu-
merisch wertvolle Gitter in Q fiir andere Anwendungen generieren kann bzw. inwieweit
ein solches Verfahren schon angewendet wird.

e Die in der SIEM vorgestellte und auf polygonale Gebiete verallgemeinerte Methode der
Bestimmung des Szeg6-Kerns nach [KT86] kann unter anderem fiir die Berechnung
von Riemann-Abbildungen verwendet werden, vgl. Anhang D.

Hier wire eine Implementierung dieses Verfahrens auf beliebigen Polygonen interessant.
Kombinieren ldsst sich das mit der Frage, wie dieses Verfahren modifiziert werden kann,
um die drei Freiheitsgrade einer Riemann-Abbildung so zu wihlen, dass das Resultat
eine visuell hochqualitative Abbildung ist.
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A HARMONISCHE FUNKTIONEN UND BROWN’SCHE BEWEGUNG

A Harmonische Funktionen und Brown’sche Bewegung

A.1 Physikalische Grundlagen

Brown'sche Bewegung (nach ROBERT BROWN, 1773-1858) ist der Prototyp einer vollstindig
zufilligen Teilchenbewegung. Dies bedeutet unter anderem, dass die Bewegung eines Teil-
chens nur von der aktuellen Position abhédngt (der Prozess hat kein ,Geddchtnis“) und jede
Richtung der weiteren Bewegung gleich wahrscheinlich ist.

Auf dieser Brown’schen Bewegung basiert der physikalische Prozess der Diffusion [GKB* 98],
bei dem sich Teilchen in einem Fluid auch ohne Einwirkung von Stromungen oder Kraftein-
wirkung von auRen bewegen.>* Auf einem mikroskopischen Level ist diese Bewegung zufl-
lig, fithrt aber auf dem makroskopischen Level bei einer unterschiedlichen Verteilung eines
Stoffes im Laufe der Zeit zum Ausgleich von Konzentrationsgefillen.

Bei der mathematischen Untersuchung der Diffusion betrachtet man nicht das Verhalten
der einzelnen Teilchen, sondern nur ihre Wirkung als Masse. Betrachtet man in einem abge-
schlossenen System Q in einem Zeitintervall I := [0, T[ die Konzentration C: I x Q — R eines
Stoffes mit der Anfangskonzentration C(0, x) := Cy(x), so ist die Verdnderung der Konzentra-
tion im Laufe der Zeit durch das 2. Fick’sche Gesetz (nach ADOLF EUGEN FICK, 1829-1901)

gegeben:
G_C =(V,D-VC) (A.1)
ar =YV '
Dabei bezieht sich V nur auf die Variablen des Raumes und D ist der Diffusionskoeffizient,
der in Abhéngigkeit von z. B. Temperatur und Druck, ein MaR fiir die ,Beweglichkeit® von
Teilchen ist. Bei einem Diffusionskoeffizienten D, der nicht von der Position x abhéngt, redu-

ziert sich (A.1) auf die Gleichung:

ocC
— =AC (A.2)
ot

Da die sich durch Diffusion bewegenden Teilchen auch fiir den Warmetransport innerhalb
eines Korpers verantwortlich sind, gilt das Gesagte nicht nur fiir die Konzentration, sondern
auch fiir die Temperatur; (A.2) ist deswegen auch als Wdrmeleitungsgleichung bekannt.

Zur Berechnung des Gleichgewichtszustands, in dem auf makroskopischer Ebene keine Ver-
dnderung mehr stattfindet (d. h. die Zeitableitung verschwindet), muss die partielle Differen-
tialgleichung

a—C(t x)=AC(t,x)=0
6t y - ] -

gelost werden. Zur Losung dieser Gleichung sind in dieser Arbeit einige Verfahren vorgestellt
worden. Dies wirft jedoch die Frage auf: Wenn ein Verfahren zur Losung des Dirichlet-Pro-
blems den Grenzzustand des Diffusionsprozesses berechnen kann, kann dann nicht auch
tiber eine Simulation der Brown'schen Bewegung eine Losung des Dirichlet-Problems be-
stimmt werden?

34 Die Diffusion als Teilchenbewegung unterscheidet sich damit von der Konvektion, die durch die Strémung
innerhalb eines Fluids bedingt ist.
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A.2 Mathematische Betrachtung

Die Modellierung von Teilchenverhalten als Differentialgleichung beruht im Grunde auf dem
Gesetz der groen Zahlen. Anstatt das Verhalten der N Teilchen eines Fluids einzeln zu unter-
suchen, wird der Grenzfall N — oo betrachtet. In dieser Hinsicht gilt beispielsweise auch die
(vereinfachte) Aussage des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik, ,Wéarme flief$t immer
nur in Richtung geringerer Temperatur®, nur fast sicher.

Vor diesem Hintergrund ist zu verstehen, dass in der modernen Stochastik der Zusammen-
hang zwischen Brown'scher Bewegung — als stochastischer Prozess auch unter dem Namen
Wiener-Prozess (nach NORBERT WIENER, 1894-1964) bekannt — und Dirichlet-Problem wohl-
bekannt ist. Um auf Definition zahlreicher stochastischer Begriffe (Martingal, Markov-Pro-
zess, Ito-Formel, ...) verzichten zu konnen, sei [Kle08, Satz 25.37] im Folgenden nur prosa-
isch wiedergegeben.

Satz A.1 (Losung des Dirichlet-Problems, stochastische Methode) SeiQ c R ein
Gebiet, ¢: 0Q2 — R eine stetige Funktion und U: Q — R die Lésung des Dirichlet-
Problems zum Randwert ¢.

Sei W eine in a € Q) gestartete Brown'sche Bewegung und p, das Wahrscheinlich-
keitsmal} auf 0Q), das angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit W in einem gewis-
sen Bereich von 6Q auftrifft. Dann hat U die Darstellung

Ula) = f p(x)dpa(x) (A3)
oQ

Wegen dieser Eigenschaft heil3t u, harmonisches Mafs. Die Wahrscheinlichkeitsdichte von pg,
also diejenige Funktion P, mit faQ @x)dpg(x) = faQ @(x) - Pg(x)doy ist fast iiberall identisch
mit dem Poisson-Kern aus (2.6), denn nach Satz A.1 und Korollar 2.9 gilt:

f Pa(x)~<p(x)d0x=U(a)=f w(x)dua(x)=f @(x)-Py(x)doy
0Q 0Q 0Q

A.3 Algorithmische Umsetzung

Im Anfangsstadium dieser Diplomarbeit wurde versucht, einen Zusammenhang zwischen
dem harmonischen Mal§ und der Geometrie von Q zu finden, um daraus ein moglicherweise
effizienteres Verfahren als die bisher bekannten herzuleiten.

Das obige Resultat zeigt, dass die Berechnung des harmonischen MaRes bzw. dessen Dichte
genauso aufwindig ist wie die Berechnung des Poisson-Kerns bzw. einer Green’schen Funkti-
on erster Art.

Es wurden ebenfalls einige Experimente durchgefiihrt, bei denen in einem Polygon Q mit
Ecken vy, ..., v, die in einem Punkt a gestartete Brown'sche Bewegung durch Random Walks
simuliert wurde. Die erhaltenen Histogramme der Aufschldge dieser Random Walks auf 0Q
sind in Abbildung 24 gezeigt.
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A HARMONISCHE FUNKTIONEN UND BROWN’SCHE BEWEGUNG

Abbildung 24: Ein im Punkt a gestarteter Random Walk trifft fast sicher irgendwann auf den
Rand. Die gezeigten Histogramme zeigen die Anzahl der Aufschlédge fiir verschiedene Start-
punkte a und entsprechen der Wahrscheinlichkeitsdichte des harmonischen MaRes p,. Die
Skalierung der Histogramme ist zur besseren grafischen Darstellung an die Bildh6he angepasst;
bei gleicher Achsenskalierung wére das linke Histogramm etwa dreimal so hoch.

Dass diese Histogramme bei Skalierung tatsdchlich das harmonische MaRl approximieren,
wurde tiberpriift, indem fiir ein dichtes Gitter aus Punkten ay, ..., ay; in Q die Dichtefunktio-
nen Pg,,..., Pg,, berechnet und fiir jedes a; die harmonischen Koordinaten y1(a;), ..., ¥x(a;)
tiber das Integral faQ @ j(x)- Py, (x)do berechnet wurden.
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A.3 ALGORITHMISCHE UMSETZUNG

Abbildung 25: Die berechneten Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir jeden Punkt erlauben eine
Berechnung der harmonischen Koordinaten. Die Grafiken zeigen einen Plot zweier harmoni-
scher Koordinatenfunktionen fiir eine Menge von Gitterpunkten {a;, ..., ap}.
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B Periodische lineare Spline-Interpolation

Soll eine Integralgleichung der Form
Kw=¢ (B.1)

auf einem Intervall [a, b] c R gel6st werden und kann man erwarten, dass die Losung u ei-
ne stetige Funktion ist, verwendet man als Lésungsraum S” hiufig den Raum der stetigen,
stiickweise linearen Funktionen auf einem Gitter xy,..., Xn+1.

Reprisentiert (B.1) eine Integralgleichung auf dem Rand eines Polygons mit Ecken vy,..., vy,
so muss fiir die Losung insbesondere u(x;) = u(xy+1) gelten, d. h. die Funktion ist periodisch
und die Dimension des Losungsraums reduziert sich um 1. Bei Verwendung der Hiitchenba-
sis werden fiir die Basisfunktionen Ay,..., Ay mit A;(x;) = 0; j also Koeffizienten u; gesucht,
so dass

N
Y uj-KAp=e
=1

gilt. Im Allgemeinen sollte man versuchen, an jeder Ecke des Polygons auch eine Hiitchen-
funktion zu platzieren, um charakteristische , Spitzen“ nicht versehentlich wegzuglétten.

Verwendet man die Nystrom-Methode, so miissen N Kollokationspunkte c,...,cny gewdhlt
werden, an denen die Gleichheit

N
> uj KA (i) = plci) (B2)
j=1

gelten soll.

Dies ist eine Aufgabe, die in gewisser Weise mit der linearen Spline-Interpolation verglichen
werden kann. Dabei werden an N Gitterpunkten cy, ..., cy Funktionswerte f7,..., fiy vorgebe-
ben und es soll eine Funktion w = Zj.vzl w;-A; gefunden werden, so dass w(c;) = f(c;) fur alle
¢; gilt. Die Losbarkeit dieser Spline-Interpolations-Aufgabe ist also eine notwendige Voraus-
setzung, um (B.2) 16sen zu kénnen, denn w = K(u) muss die vorgegebenen Funktionswerte
annehmen. Bei der Wahl ¢; = x;, siehe Abbildung 26a, sind Existenz und Eindeutigkeit der
Spline-Interpolations-Aufgabe offensichtlich, denn dann ist gerade w; = f;.

Nicht immer ist diese Wahl jedoch moglich: In der Szeg6-Integralgleichungsmethode bei-
spielsweise ist die rechte Seite ¢ an den Ecken des Polygons unstetig, somit kann dort kein
Kollokationspunkt platziert werden. Eine alternative Wahl ist die Platzierung der Punkte in
die Mitte eines Intervalls, d.h. ¢; = %, siehe Abbildung 26b. Dabei treten allerdings bei
der Frage nach der Existenz einer Lésung Probleme auf, wie folgender Satz zeigt:

Satz B.1 (Existenz periodischer linearer Splines) Sei x1,...,xy+1 ein Gitter und
Cly...,Cy mit ¢; = % Dann gibt es genau dann eine stetige, auf [x;, x;1] li-
neare Funktion u mit u(x;) = u(xy) und u(c;) = f; fiir alle fj,..., fn, wenn N
ungerade ist.
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Beweis: Berechnung der Basiskoeffizienten aus den f;.

P.1 Sei u eine stiickweise lineare, periodische Funktion wie in den Voraussetzungen, d. h.
u hat eine Darstellung u = ij: LU Aj, wobei A die Hiitchenfunktion zum Knoten

x;j ist. Dann lassen sich die Werte von u an den Kollokationspunkten ¢; durch Mul-
tiplikation der N x N-Matrix

/2 12
/2 12
A= /2 -, (B.3)
.12
1/2 1/2

mit dem Koeffizientenvektor (u1,..., uy) berechnen, denn

Xi +xi+1) Cu(x) +u(xie) Uit Uiy

u(c;) = u( 2 2 2

Es existiert also genau dann eine Funktion u mit u(c;) = f; fiir beliebige { fire-os fN},
wenn A invertierbar ist.

P.2 Durch Entwicklung nach der ersten Spalte erhdlt man

/2 12 1/2

Yy -, 2 1/2
2 + (=DM 172 det
1/2
1/2 2 1/2

det A=1/2-det

12N 4 (=N N = {1/21\7_1 falls N ungerade
0 sonst

Folglich existiert nur dann zu beliebigen an den Kollokationspunkten ¢; = %
vorgegebenen Funktionswerten f; eine periodische, stiickweise lineare Interpolan-
te auf dem Gitter xi,..., Xy+1, wenn N ungerade ist. ]

Jedoch birgt diese Wahl der c¢; noch andere Probleme.

* Lokale Anderungen sind nicht mehr begrenzt, sondern haben globale Auswirkungen.
Dazu kommt, dass sich solche Anderungen auch stark auswirken, denn die Matrix A
aus (B.3) ist schlecht konditioniert: A~! ist eine voll besetzte Matrix mit Eintrigen +1,
daher ist die Norm von A in O(N).

* Die so entstehenden Splines haben hiufig stark oszillierenden Charakter und approxi-
mieren die vorgegebene Funktion nur schlecht. Es ist nicht offensichtlich, dass es fiir
N — oo liberhaupt eine Konvergenz (im Sinne der [2-Norm) gibt.

In der Implementierung der SIEM im Rahmen dieser Arbeit wurde daher die Losung gewdhlt,
nur diejenigen Kollokationspunkte von den Spline-Stiitzstellen weg zu verschieben, die sich
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B PERIODISCHE LINEARE SPLINE-INTERPOLATION

tatsdchlich an unstetigen Stellen der rechten Seite befinden, siehe Abbildung 26¢. Dadurch
ist das Problem wieder lokaler Natur, es ist eine eindeutige Losbarkeit gewédhrleistet und zu-
mindest auf den nicht betroffenen Intervallen wird die Approximationseigenschaft der her-
kdmmlichen linearen Splines geerbt.

P
Z I T 1 1 ~ N z
P < p
z <~ N z
z 2 z
o Z ~ o Z
NT - P NT T - - z
\\ ,’/ \\ ,’/

X1=0 X2 =C2 X3 =C3 Xy

(a): Die Kollokationspunkte fallen mit den Stiitzstellen des Splines zusammen. Je héher die An-
zahl der Stiitzstellen, desto besser die Approximation an die vorgegebene Funktion.

X1 (4] X2 C2 C3 Xq

(b): Szenario: An x; kann die vorgegebene Funktion nicht ausgewertet werden, die Kollokations-
punkte werden daher in die Mitte jedes Intervalls gelegt. Es existiert nur fiir eine ungerade An-
zahl von Intervallen {iberhaupt eine Losung, beliebig grolRe Fehler in der Approximation sind
moglich.

B [— 1 \ \ ~ 0 B
/4 <\ /?
- P N P
NT - - - NT - - -
~ =~ ~ =
S S

X1 a X2 =C2 X3=C3 X4
(c): Szenario: An x] kann die vorgegebene Funktion nicht ausgewertet werden, daher wird der
Kollokationspunkt c; in das Intervall ] x1, x2[ hinein gelegt. Es existiert hier immer eine Losung,
fiir c; — x1 konvergiert der Spline gegen die Losung aus 26a.

Abbildung 26: Verschiedene Moglichkeiten, die Kollokationspunkte fiir die lineare Spline-Inter-
polation einer gegebenen periodischen Funktion zu wéhlen.
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C Integration singuldrer Funktionen

V und K aus Kapitel 4.3 sind Integraloperatoren, die einer Funktion v eine andere Funktion
der Form a — f 50 k(a, x) - v(x)do x zuordnen, wobei k eine Kernfunktion mit Singularitét fiir
= 0%

a = x ist. Nach [SS04, Bemerkung 5.1.13] sind die Kerne k(a, x) = s4(x) bzw. k(a, x) = 5 (x)

dieser Operatoren Cauchy-singuldr, d. h. der Cauchy’sche Hauptwert (vgl. Abschnitt 4.4.1) C.H. : Cauchy’scher
Hauptwert

C.H.f k(a,x) - v(x)do,:=1lim k(a,x) -v(x)doy
0Q =0 JoQ\B,(a)

existiert und stimmt nach [SS04, Bemerkung 5.1.8] mit dem uneigentlichen Integral {iberein.

Sei A€ {V,K}, 9 ein Simplex-Gitter auf 0Q und A; die Einschréankung des jeweiligen Integral-
operators auf das Element 7 € 97, also A;(v)(a) := C. H. fT k(a, x)-v(x)do,. Es ist nach [SS04,
Lemma 5.1.14]:

AWw)(a) =) A(v)(a),

T€g

d. h. A(v) kann durch Summation der einzelnen A; (v) berechnet werden. Dabei miissen zwei
Fille unterschieden werden:

1. Falls a ¢ 7, kann A;(v)(a) ganz reguldr durch bekannte Quadraturformeln fiir das Refe-
renzelement approximiert werden.

2. Falls a € 7, miissen spezielle Verfahren fiir Funktionen mit Singularitdten angewendet
werden.

In diesem Abschnitt sollen Moglichkeiten der Integration von singuldren Funktionenin d =2
vorgestellt werden, wie sie bei der Randelementmethode auftreten konnen. Fiir den Fall d = 3
ist die Ausgangslage noch komplizierter; hier sei auf [SS04, Poz02] verwiesen.

Sei zunéchst der Fall d = 2 betrachtet, d. h. 6Q ist ein Polygon mit Ecken (v4,...,v,), und I
die Menge der Kanten 7; := (v;, v;+1). Sei mit 7; gleichzeitig die Parametrisierung der Kante 7;: Kante (v;, v;41) des

uber [0, 1] bezeichnet, d.h. Polygons
7;(t): Parametrisie-

rung von (v;, v;
Ti()=1—-1)-vi+t-vis1 und T;(¢) = vis — v; = const. gvon (vi, Vir1)

Sei {11,...,Ax} eine polynomielle Basis auf [0, 1], die {iber die Parametrisierungen 7; mittels 1;: polynomielle
Aj(Ti() = A j () eine polynomielle Basis {11, ..., A¢} auf den einzelnen Kanten induziert. Die Basisfunktion auf [0, 1]
(an den Ecken des Polygons moglicherweise unstetige) Funktion u: 6Q2 — R lasst sich dann

in der Form

n-1

ko
ux) =y > ;- Aj(x)
i=1j=1

mit (unbekannten) Koeffizienten u; schreiben und es folgt: u} Basiskoeffizient
von u fiir A auf 7;
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Aw(a@) =), A(w)(a)

1€

n-1
= Z C.H. k(a,x) -u(x)doy

Ti

~

—_

k

N

ul-C.H. f k(a,x)-A;(x)do
i=1j=1 Ti
1
u]
j=1

—_

5

BN

2
k ) 1 ~
; ,.C.H_[O ka,7;(1)-A;(1)-|7}|dr

Der Term

1
f k(a,7:(6)-A;(1)-|7}|dt (C.1)
0

ist fiir a ¢ 7; mittels herkdmmlicher Quadraturformeln auswertbar, denn der Integrand ist
genligend glatt. Fiir a € 7; hat k jedoch eine Singularitit, d. h. hier miissen andere Methoden
verwendet werden.

C.1 Einfachschichtpotential

Sei zunédchst A = V der Operator aus dem Einfachschichtpotential, d.h. k(a, x) = s,(x) =
—ﬁ In(lx — all), und sei weiter fy := 7; ' (a). Es gibt hier mehrere Méglichkeiten, wie man
das resultierende Integral

|7l

27r'

1
C.H. ‘[0 In(ll7; (%) —7;(DI)-A; (1) dr (C.2)

numerisch auswerten kann.

1. Die Basisfunktionen A ;j sind polynomiell, also Linearkombinationen von Monomen
der Form t™. Man kann diese Basisfunktionen nun zerlegen und versuchen, (C.2) in
ein Integral der Form

1
C.H.f In(|s* —s))-s"ds (C.3)
0

zu bringen und dafiir eine geschlossene Darstellung in Abhédngigkeit von #, und m zu
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C.1 EINFACHSCHICHTPOTENTIAL

finden. Dies ist in der Tat moglich; es gilt:

ITZI

C.H. f In(l7: (o) — T () - (¢™) dt
| ’|
|T'-|
2

-—L.C.H. f In(lto—t]) - (£™) d¢
Y 0

C.H. f (o t]-lviss — vil) - () dt

A m
——-f Il vist = vil) - (™) de
2n Jo

e
__E-C.H.fo In(zo =2 - ("™ de = 5=—mis

Das verbleibende Integral hat genau die gewiinschte Form (C.3) und man kann mit
Hilfe eines Computeralgebrasystems wie MAXIMA folgende geschlossene Darstellung
berechnen:

1
CHf In(ltp—thder=010—-ty) - In(1 — ty) + 5 - In(%y) —

)t 1t+11(1 t)1
—_—— _n___
0 U i

1
C.H. f In(tp—¢]) - tdt—z ln( 5

)t lt 1t+ In(1 - tp) 1
—_—— -—— _n_ -— —
0 0 60 0 9

1
C.H. | In(tp—1t)-t>dt=="1
fn(lo - 3 n(l_0 3

m+1_i 1 't0m+1—i
o -(m+1)

1 1
C.H. f In(|tg—¢t))-t"det =
0 m+1

+

1
In(l=fg) - ————
A=t =

Dieser Ansatz liefert also ein exaktes Ergebnis, erfordert aber die Zerlegung der Basis-
funktionen in Monome und scheint bei der Implementierung aufwéndig und fehleran-
féllig zu sein.

. Ein anderer Ansatz ist die Verwendung von Quadraturformeln fiir Funktionen auf dem
Intervall [0, 1] mit logarithmischer Singularitét bei fy. In der Literatur gibt es bekannte
Losungen fiir verschiedene Varianten dieser Aufgabe:

* Funktionen auf [0, 1] der Form f(x) - x~* mit Singularitdt bei x = 0 [DR75, 2.12.5]

e Funktionen auf [-1,1] der Form f(x)-(1-x)"%-(1+ )P mit Singularitidten bei
x =+1 [DR75, 2.12.6]

e Funktionen auf [—a, a] mit Singularitdt bei 0 [DR75, 2.12.8]

e Funktionen auf [0, 1] sder Form a(¢) +In(t) - B(¢) fiir « und g Polynome [Cro93]

Mit Ausnahme der Moglichkeit, (C.2) als Grenzwert von herkémmlichen Integralen

lim f(odt
€=0 Jia, b1\ B (1)
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C INTEGRATION SINGULARER FUNKTIONEN

(unter Verwendung einer Extrapolationsmethode) zu berechnen [DR75, 2.12.1], scheint
es keine Methoden zu geben, die genau auf den gesuchten Typ von Quadraturformel
passen. Es soll daher (C.2) in eine Summe zweier Integrale auf dem Intervall [0, 1] mit
Singularitét jeweils bei 0 zerlegt und diese mit den Formeln aus [Cro93] separat berech-
net werden.®® Die entsprechenden Auswertestellen und Gewichte sind in Tabelle 2 auf-
gelistet. Die unter N angegebenen Stellen und Gewichte integrieren Funktionen der
Form a(t) +1In(t) - B(¢) auf [0, 1] exakt, wenn a und  Polynome vom Grad < N sind.

Tabelle 2: Quadraturgewichte fiir Funktionen der Form a(¢) +1In(#) - 8(¢) auf [0, 1] nach [Cro93]

Stiitzstelle

Gewicht

0.36787 94411 71442 32159 55237 70161

1.00000 00000 00000 00000 00000 00000

0.88296 86513 76530 11759 59513 85185-10"1  0.29849 98937 05524 91470 84741 43289
0.67518 64909 09887 20103 62743 16962 0.70150 01062 94475 08529 15258 56711
0.28811 66253 09518 31174 32844 63059-10~!  0.10333 07079 64928 64676 92515 92664
0.30406 37296 12137 65261 08623 58639 0.45463 65259 70098 70884 06911 21425
0,81166 92253 44078 11686 37051 77761 0.44203 27660 64972 64439 00572 85911
0.11802 59099 78449 18264 91730 11095-10"1  0.43391 02877 84143 91101 89836 96321 -107!
0.14282 56799 77483 69513 68513 69176 0.24045 20976 59460 67597 84500 61567
0.48920 15226 54574 47871 90313 05699 0.42140 34522 5977593197 88150 24211
0.87867 99740 69183 70280 76889 06265 0.29475 34213 02349 00094 08365 44590
0.56522 28205 08009 71359 27256 19673102  0.21046 94579 18546 29119 00268 26421 -10~2
0.73430 37174 26522 73406 15889 38883101 0.13070 55407 44446 69759 10762 54992
0.28495 74044 62558 15371 45276 01926 0.28970 23016 71314 15684 15903 51057
0.61948 22640 84778 38140 68089 43051 0.35022 03701 20398 71028 55468 04135
0.91575 80830 04698 33378 46091 80928 0.20832 48416 71985 80616 27839 07174
0.30258 02137 54625 87097 29970 37526 -1072  0.11351 33881 72726 09440 49112 38284 -10~2
0.40978 25415 59506 15053 46596 31089-10~!  0.75241 06995 49165 22917 35628 91092 -10~*
0.17086 32955 26877 29472 51498 29786 0.18879 00416 15416 35460 95079 43772
0.41325 57088 44793 24766 64814 55164 0.28582 07218 27227 31198 66834 80085
0.70909 51467 90628 54395 00459 17084 0.28448 64278 91408 80004 51516 69844
0.93823 95903 77167 09135 50205 94716 0.15431 03998 93758 40100 08094 93362
0.17596 52118 46577 42805 62642 84949-10"2  0.66326 66319 02570 51178 39049 89051 -10~2
0.24469 65071 25133 67427 64533 73497-10"1  0.45799 70797 84753 34125 57673 48120 -107!

0.10674 80568 58788 95418 02597 81083
0.27580 76412 95917 38307 78595 12057
0.51785 51421 51833 71615 86689 61982
0.77181 54853 62384 90027 46468 69494
0.95284 13405 81090 55899 43065 88503

0.12384 02080 71318 19455 04895 64922
0.21210 19260 23811 93010 79148 75456
0.26139 06456 72007 72564 65806 06859
0.23163 61802 90909 38431 88155 26104
0.11859 86656 44451 72613 27836 41957

35 Dies geht natiirlich nur, weil der natiirliche Logarithmus auf [0,1] selbst schon ein endliches Integral hat.
Wire die Singularitét z. B. vom Typ )—lc, wiirde diese Methode so nicht funktionieren.
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C.1 EINFACHSCHICHTPOTENTIAL

Die Transformation von (C.2) kann wie folgt durchgefiihrt werden:

C.H. folln(nri(to)—ri(t)nri,-mdt

=C.H. folln(|to—t|-||ui+1—vi||)-)1]-(t)dt

=C.H. fotoln(to—t)-;lj(t)dt+C.H. tlln(t—to)-flj(t)dt
+f011n(|r;|)~ij(t)dt

=C.H. folln(t-tg)'ij((l—t)-to)'todt

+C.H. folln(t-(l—to))-ij(t-(l—t0)+t0)-(1—t0)dt
+f011n(|r’i|)-ij(t)dt

=C.H. folln(r)-/i,-((l—t)-t0)~r0dr
+f011n(r0)-i,-((1—r)~ro)-rodr

+C.H. folln(ryij(t-(l—tonto)-(l—ro)dt
+f011n(1—to)-)lj(t-(l—t0)+t0)-(1—r0)dt

1
+f In(|7;])-A;(0)dt
0

Sei also

a():=1In(tg) - A;(1—1)-fo) - to +In(1 = to) - A;(£- (1= tg) + 1) - (1 — fp) +In(|7}]) - A (0)
BB :=A;((1—1)-1to)- to, +Aj(t- (1 - to) + tp) - (1 — to),

dann ist
7] 1 ;
_ -c.H.f In(lI7i(t0) = 74 () - A; (0 dt
27 0
I L1 D 1 d
=-2Lc fo a() +In(0)- f(r)de

und dies ist genau die Sorte von Integralen, die mit den Formeln aus Tabelle 2 behan-
delt werden kann.
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C INTEGRATION SINGULARER FUNKTIONEN

C.2 Doppelschichtpotential

Seinun A=K, d.h.

ka0 = 2200 = (95,0, ) = o= - L4200
a,x)=—X)= Sa\X),Vv)=——- ,
v “ 27 fla-x|?
wobei v die dullere Einheitsnormale an x auf 0Q ist. Zerlegt in Integrale iiber die einzelnen
Polygonkanten, erhélt man eine Summe von Integralen der Form:

|7] Ya-T1;(0,vi) »
—L.C.H. — 2 Y A(ndt C4
2m o (la-T1;(DI%) i® €4

Hierbei ist v; die auf der Kante 7; senkrecht stehende Normale, d. h. insbesondere ist v auf
0Q eine stiickweise konstante Funktion mit Unstetigkeiten an den Ecken v;. Falls a ¢ 7;, so
ist der Integrand glatt und mittels herkdmmlicher Quadraturformeln auswertbar. Fiir a € 7;
erwartet man dhnliche Schwierigkeiten wie mit den logarithmischen Singularitdten im Fall
des Einfachschichtpotentials, wird aber positiv iiberrascht: Da a—7;(t) fiir a # 7;(¢) senkrecht
auf v; steht, verschwindet das Skalarprodukt und der Integrand ist auf der a enthaltenden
Kante konstant 0.

Hier sei noch einmal an die Verwandtschaft zur Cauchy-Transformation erinnert. Fiir reell-
wertige Randfunktionen v gilt Re(¥ v) = -2 v; insbesondere gilt das auch in diesem Fall, denn
auf 7; ist:

1 . 1 . 1 .
1 Vi) e L V) g L[ 2T

2ni Jo ((£—-1)-7;(1) 2ni Jo (t—1o)

2ni. o Ti(H)—a

und dies ist fiir reellwertiges v ein rein imaginirer Term.
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D Szeg6-Kern und Riemann’scher Abbildungssatz

Der Riemann’sche Abbildungssatz (nach GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN, 1826-1866)
besagt, dass sich jede einfach zusammenhéngende echte Teilmenge Q < C biholomorph auf
die offene Einheitsscheibe B2 c C abbilden lisst [FB06, Theorem 4.5].3¢ Fiir ein festes @ € Q  B2: Einheitskreisschei-

gibt es genau eine solche Riemann-Abbildung H: Q — B? mit bein C
H: Riemann-
H@=0 und H'(a)eR, H'(a)>0 Abbildung Q — B?

Ein Satz von CONSTANTIN CARATHEODORY (1873-1950) besagt, dass diese Abbildung auch
stetig auf den Rand zu einer Abbildung H: Q — B2 fortgesetzt werden kann. Die Berechnung
von H lésst sich tiber den Szeg6-Kern bewerkstelligen:

Satz D.1 (Riemann-Abbildung via Szeg6-Kern [Bel92, Theorem 8.1]) Sei Q ein
einfach zusammenhingendes, beschrianktes Gebiet in C und a € Q. Seien S, der

Szeg6-Kern und L, der Garabedian-Kern zu a und Q, wie in Abschnitt 4.4 defi- Sq: Szeg6-Kern
niert. Dann ist die Riemann-Abbildung zum Punkt a durch L,: Garabedian-Kern
Salz
H(z) = 222 (D.1)
Lq(2)
gegeben.

Beweis: Es wird gezeigt, dass i—z die Riemann-Abbildung ist.

P1 Zunidchst sei [Bel92, Theorem 7.1] zitiert: Sei 0: O — C holomorph und sei stetig
auf Q fortsetzbar. Sei A: Q\{a} — C holomorph, habe eine einfache Polstelle mit
Residuum ﬁ bei z = a und sei stetig auf 0Q fortsetzbar. Wenn

— 1
o(z) = I Az) - T(2)
fiir z€ 0Q, dannistoc =S, und A = L,.
P.2 Sei H die Riemann-Abbildung zum Punkt a. Sei

Sa(2)
H(z)

A(z) ;= und 0(z):= H(z)-L4(2), (D.2)
dann ist A meromorph, hat eine einfache Polstelle bei z = a und ist stetig auf 6Q
fortsetzbar. Weiter ist o holomorph auf Q (die Polstelle von L, bei z = a wird von
der Nullstelle von H ausgeldscht) und kann stetig auf ) forgesetzt werden. Da auf
0Q S, und L, wie in (4.23) in Verbindung stehen und dort H = }l{ gilt, folgt fiir
z€0Q:

1 1 1
0(2)=H(2) Lg(2) = ——~-Sa(2)- T(2) = - A(2)- T(2)
H(z) i i

36 Eng verwandt mit solchen Abbildungen sind die Schwarz-Christoffel-Transformationen, die die obere Halb-
ebene winkeltreu auf ein einfach zusammenhéngendes, polygonal berandetes Gebiet in der komplexen Ebene
abbilden.
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D SZEGO-KERN UND RIEMANN’SCHER ABBILDUNGSSATZ

und nach obigem Satz impliziert dies A(z) = ¢- L,(2) fiir eine Konstante c, also gilt

auf 0Q und weil i—z sich holomorph nach innen fortsetzt, auch auf ganz Q.

P.3 Es bleibt zu zeigen, dass ¢ = 1. Weil auf 0Q |S,(z)| = |L4(z)| und auch |H(z)| =1 gilt,
folgt bereits |c| = 1.
Betrachte (i—z)’(a). Nach Quotientenregel gilt

S S, (2)- La(2)— Sa(2) - L, S L
(_a)/(z) _ a(2)+Lq(2) 2a(z) a(2) _ al?d S,(2)- a(z)z
L, L,(2) L,(2) L4(2)
Der Term iig verschwindet bei z = a wegen der Polstelle von L,,.

L,(z) hat eine einfache Polstelle bei z = a, d. h. es existiert in einer Umgebung von
a eine Laurententwicklung der Form

1 -1
Lo(@==—-(z—a@) '+ ) -+ unddahergilt L,(2)=— (z-a) 2+ ) -
2m k=0 2m k=-1

L,(2)

Der Term Lo

ist in einer Umgebung von a also ein Quotient der Form

52 (2= e

1 —
(B @+ Dz

L), (2)
La(Z)Z
Nach Voraussetzung gilt H'(a) > 0. Da ¢- H'(a) = (E—Z)’(a) =2-1-Su(a) und S,(a)

2:m-S,(a)
H(a)

reelle Zahl sein muss. Wegen |c| = 1 ist also ¢ = 1 und damit auch H(z) = i’;g; fiir

=-27.

und daher giltlim,_.,

selbst eine positive reelle Zahl ist, folgt daraus, dass auch ¢ = eine positive

alle ze Q.
O

In [KT86] wird ein numerisches Verfahren entwickelt, um auf glatt berandeten Gebieten den
Szeg6-Kern und anschlieBend die Riemann-Abbildung zu berechnen. In [Tru86] wird dieses
Verfahren auf Effizienz hin optimiert und auch ein Quadrat testweise mit der Methode behan-
delt, ohne jedoch die Eckpunkte besonders zu behandeln. Der Autor bewertet das Ergebnis
wie folgt:

“Without further modifications we still get reasonable approximations to the so-
lution. Similar results are obtained for other regular polygons. However, we do
not feel that ths is a good way to treat regions with corners.”
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