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Zusammenfassung

Es soll eine Einfiihrung in die Behandlung der linearen Transportgleichung u; + V- (d u) = 0 mittels
unstetiger Galerkin-Verfahren (DG-Verfahren) gegeben werden. Nach der Entwicklung einer schwa-
chen Formulierung des Problems und der Vorstellung verschiedener numerischer Fliisse soll der Fo-
kus besonders auf Fragen der konkreten Implementierung liegen, wobei der Leser befdhigt werden
soll, das DG-Verfahren im Zweidimensionalen selbst zu implementieren. Des Weiteren wird ein Aus-
blick auf Techniken zur Beschleunigung und Parallelisierung des Verfahrens gegeben.
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1 Dielineare Transportgleichung

Die lineare Transportgleichung beschreibt die zeitliche Entwicklung einer skalaren Groe u, die auf ei-
nem gewissen Gebiet Q c IR definiert ist:

u;+V-(au)=0 auf[0,T] xQ (1.1
u(0, x) = uy(x) auf Q (1.2)

Sie ist ein Spezialfall der allgemeinen Transportgleichung u;+V- f (¢, x, u, Vu) = g(t, x, u) und beschreibt
die Bewegung von u in Richtung bzw. mit Geschwindigkeit @, wobei @ auch von ¢ und x abhingen
kann. Die Transportgleichung beschreibt in ihrer allgemeinen Form verschiedene Transportphédnome-
ne, z. B. der Warmeleitung oder der Fluiddynamik.

Ziel der numerischen Behandlung der Transportgleichung ist die Berechnung von u im Laufe der Zeit
bzw. zu einem gegebenen Zeitpunkt T. Dafiir muss insbesondere u; aus den gegebenen Anfangsdaten
up(x) bestimmt und dann u(T, x) = fOT u;(t, x) dt mittels eines geeigneten Zeitintegrationsverfahrens
(z. B. Euler, Runge-Kutta) berechnet werden.

2 Entwicklung einer schwachen Formulierung

2.1 Elementweise Ansatzraume

Seien {Q;};=1,. n paarweise disjunkte Teilmengen des IRY, so dass Q = Uﬁ\i 1@ (d. h. anschaulich sind

die {Q;} eine Partition, bis auf die Rdnder). Mit einem geeigneten Funktionenraum V c L2(Q) kann man
(1.1) durch Multiplikation mit v € V und Integration {iber Q in eine schwache Formulierung bringen:

upevV: f(uh)tv+fv-(ﬁ'uh)v:0 YveV 2.1)
Q Q

Die Idee der unstetigen Galerkin-Verfahren, die erstmals in [RH73] beschrieben wurde, ist es, V so zu
wihlen, dass an den Elementgrenzen Unstetigkeiten zugelassen sind, d. h. insbesondere kann prinzipi-
ell auf jedem Q; ein anderer Ansatzraum V(Q;) mit Vv € V(Q;) : supp(v) € Q; gewdhlt werden. (Sinn-
vollerweise wihlt man dabei einen Raum von Polynomen bis zu einem gewissen Grad m;, dazu spéter
mehr.) Dann kann man (2.1) auf jedes einzelne Element projizieren:

upeV(Q;): f (uh)tv+f V-(Aup)v=0 VYveV(;) (2.2)
Q; Q;
Lemma 1. Falls {v|;q; | v € V} isomorph zum kartesischen Produkt V(Q1) x ... x V(Qp) ist und jedes
V(Q;) die konstanten Funktionen enthdlt, dann gilt:

1)< Viell,...,N}:(2.2)

Beweis. ,,<*“ist klar, denn wenn alle Summanden 0 sind, ist auch die Summe 0.

Fiir ,=“ sei angenommen, dass (2.2) fiir ein festes i nicht gelte. Wahle als Testfunktion fiir (2.1) ein v
mit v = 1 auf Q; und 0 sonst, dann ist [, (up) ;v +V-(@up)v = fQi (up):v+V-(duy)v #0nach Annahme,
d.h. (2.1) gilt nicht. O

2.2 Numerische Fliisse

In (2.2) ist jedes Element vollstindig unabhingig von allen anderen. Da dies mit der physikalischen
Anschauung nicht {ibereinstimmt (der Zu- und Abfluss in ein Gebiet aus seiner Umgebung bestimmt
ganz wesentlich das Verhalten iiber die Zeit), muss fiir ein sinnvolles Ergebnis eine gewisse Kopplung
mit anderen Elementen vorhanden sein. Um diese wieder in das Problem einflieRen zu lassen, wird (2.2)
partiell integriert und man erhilt:



f(uh)tv—f (Ziuh)-Vwrf Gu, 1Hv=0 2.3)
Q; Q; 0Q;

Dabei ist ﬁu\h ein Term, der nicht kanonisch gegeben ist, denn auf den Réndern der Elemente ist uy,
nicht wohldefiniert. Die Wahl von duy, : Ué\; 1 0Q; — IR, dem sog. numerischen Fluss (anschaulich ist

EL/;IZ, - 7 tatsichlich ein Maf} dafiir, ,,wieviel iiber die Kante abflie3t“) ist dabei essentiell fiir Konsistenz
und Stabilitdt des Verfahrens. Es gibt hier zun4chst zwei naheliegende Moglichkeiten, den Upwind-Fluss
und den Lax-Friedrichs-Fluss.

Der Upwind-Fluss -
Aup(x)=alimuy(Xx —€a) (2.4)
e\\0

wird im Wesentlichen vom Grenzwert von u;,, wenn man sich aus der Richtung — @ an den Rand eines
Elementes annihert, bestimmt, und transportiert in Richtung a; vgl. Abb. 1(a).

Zur Definition des Lax-Friedrichs-Flusses bedient man sich zweier zusétzlicher Definitionen. Sei x auf
der Kante e := 0Q; N0Q, n; bzw. ﬁ]’ die Einheitsaulennormalen von ; bzw. Q; auf e und u;l bzw u{l die
Grenzwerte von uy, auf e aus Richtung des jeweiligen Elements,' dann definiert man den Durchschnitt
{up} = %(u}l + ui) und den Sprung [uy] = u;lﬁ{ + u{l n;. Der Lax-Friedrichs-Fluss

Gup = dlup}+ 3| @ [up) (2.5)

besteht also anschaulich aus einer Komponente, die, dhnlich zum Upwind-Fluss, in @ -Richtung trans-
portiert, aber zusitzlich noch in Normalenrichtung vom Element mit groflerem Funktionswert zu dem
mit kleinerem transportiert,2 siehe Abb. 1(b).

limuy, (X —€a)

(a) Upwind-Fluss (b) Lax-Friedrichs-Fluss
Abbildung 1: Numerische Fliisse tiber Elementgrenzen

Befindet man sich am Rand von Q, muss man sich zur Berechnung des Flusses auf einen Wert von uy,
auBerhalb von Q festlegen. Diese Wahl wird dabei maBgeblich durch die physikalische Situation, die die
Berechnung simuliert, beeinflusst; so kann man z. B. ,Wéande“ um das Rechengebiet herum oder einen
Zu- bzw. Abfluss simulieren.

IHzufig begegnet man hier auch der Schreibweise u; und u, fiir die Beschreibung des Grenzwertes aus den beiden Gebieten.
2Im eindimensionalen Fall und falls @ = a > 0, sind die beiden Fliisse sogar identisch.



2.3 Stabilitit

In [Coc03] wird gezeigt, dass das Problem (1.1) stabil ist, falls —V - @ < L fiir eine Konstante L. Des Wei-
teren wird gezeigt, dass auch das DG-Verfahren selbst stabil ist, falls

N 1 — = — —
G)hzzz —— V-(aup)+ aup-nuy|=0
2 Jg; ]

i=1 i
ist und dass dies der Fall ist, wenn der numerische Fluss die Gestalt
Gup = d{up}+Cluy] 2.6)

hat, wobei C eine nicht-negativ definite Matrix (oder insbesondere ein Skalar) ist. Da die beiden oben
vorgestellten Fliisse von dieser Form sind, wobei C = % |?i~ Ti| (Upwind) bzw. C = % |7i| (Lax-Friedrichs),
folgt sofort die Stabilitdt. Dass der Wert von C fiir den Upwind-Fluss korrekt ist, zeigt sich allerdings erst
bei Betrachtung von @ uy, - 71.3

3 Losen der schwachen Formulierung

3.1 Formulierung als lineares Gleichungssystem

Soll (2.3), also

f(uh)tv—/ (Euh)-va Qu, 1v=0
Qi Qi 6Qi

nun numerisch geldst werden, muss man zunéchst auf Q; eine Basis {(pi, e (p;'ci } von V(Q;) gewidhlt wer-
den. (Im Folgenden sollen die i-Indizes bei Funktionen und Koeffizienten der besseren Lesbarkeit we-
gen weggelassen werden.) Ziel ist die Bestimmung von (u,) s als Linearkombination dieser Basisfunktio-
nen, d. h. die Berechnung der Koeffizienten ui , so dass (up); = Zfizl ui @ ;. Die Bedingung , V v € V(Q;)“

kann man &quivalent durch die Bedingung , ¥ ¢;,l = 1,..., k;“ ersetzen und erhilt dann zunéchst:

ki X .
u;eRki L(Zu{(pj)(pl—fg (Yiuh)-V(pl+j(;Q dup-7Me;=0 VYI=1,..k (3.1)
i\j=1 i i

uy, selbst steht in (3.1) noch nicht als Linearkombination einer Basis von V(Q;). Prinzipiell ist es hier
auch méglich, uj, selbst ganz anders darzustellen als (u); (z.B. in einer anderen Basis {y;} eines an-
deren Funktionenraumes V(Q;)). Dafiir kann es durchaus ein Bediirfnis geben, z. B. wenn es sich um
die Anfangsdaten ug handelt, diese hoher aufgeldst sind als V' (Q;) erlaubt, und man diese Genauigkeit
ausnutzen will. Andererseits bringt dies aber viele Schwierigkeiten bei der Zeitintegration mit sich; ins-
besondere kann es passieren, dass

1. u}{ =up+ fOT( up); (wie auch immer dies numerisch berechnet wird) gar nicht mehr in V(Q;) liegt,

wenn nicht V(Q;) ¢ V(Q;), und dann im nichsten Zeitschritt das Verfahren verindert werden
muss und
2. selbst falls doch V(Q;) c V(Q;) man bei der Berechnung von u; nicht einfach die Basiskoeffizien-

ten von uy, € V(Q;) und ( fOT(uh)[) € V(Q;) addieren kann, sondern vorher noch eine Basistrans-
formation durchfiihren miisste.
Es soll daher im Folgenden davon ausgegangen werden, dass uy, ebenfalls in der Basis {¢;} dargestellt
werden kann (und ggf. uy vorher nach V(Q;) projiziert wurde), so dass es eine Darstellung u;, = Zfizl ) i
gibt. Dann ldsst sich (3.1) wie folgt umschreiben:

u YiP;— u ap @Y+ au ny;= .
z; t*[i Pl ]ZI i( ]) l ey h l

1

3Einige Autoren arbeiten auch mit Fliissen, die keine vektoriellen GréRen sind, sondern schon das Skalarprodukt mit 77 ent-
halten. [Li06] bspw. ersetzt den Term F (u) - 77 durch einen (skalaren) Fluss der Form F4; (1™, ut).



In Matrixform kann man dies als _ _ _

Mu;+K'u+F' =0 (3.3)
schreiben, wobei dann M;j = Jo, @1 die Massenmatrix ist, K lij =-Ja, (dg;)- Ve, die Steifigkeitsma-
trix (nach [Li06, S. 30]) und F; = fBQi ‘duy- 1, die Rand- bzw. Flussterme darstellt. Dabei gilt:

« M ist nur von V(Q);) abhingig, muss also nur neu berechnet werden, falls sich der Funktionen-
raum dndert (z. B. p-Adaptivitdt) oder das Gebiet selbst (z. B. h-Adaptivitét).

* K’ hingt zusitzlich von @ ab. Falls @ jedoch nicht von ¢ abhingig ist, muss K’ ebenfalls nur bei
Anderung von V (Q;) neu berechnet werden.

o Fi hidngt in dieser allgemeinen Form von V(Q;) und dem numerischen Fluss ab, d. h. im Allge-
meinen von d und uy, zum Zeitpunkt ¢ auf Q; und den benachbarten Elementen von Q;. In der
lokalen Form (3.3) muss daher F’ in jedem Zeitschritt neu assembliert werden und die Funkti-
onswerte der Nachbarelemente kennen. Spéter soll aufgezeigt werden, wie man dieses Problem
vermeidet.

Den gesuchten Vektor 1} erhilt man also durch i; = (M) ™" - (~K7 7 - F1).

3.2 Zeitintegration

Ist up (¢, x) zu einem festen Zeitpunkt #y bekannt, kann man also % uy (2, x)|¢=1, wie oben berechnen. Das
Ziel von (1.1) ist die Bestimmung von u in einem gewissen Zeitintervall [0, T], d. h. die Informationen
uber uy, und (uy)  zum Zeitpunkt f miissen nun genutzt werden, um uj, zum Zeitpunkt #; zu berechnen.
Gemail Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist uy, (f, x) gegeben durch:

n
up(t, X) = up(to, )+ [ (up):(£,x) dt

fo

Dies ist ein klassisches Anfangswertproblem, fiir das viele Standardverfahren existieren, z. B. Euler- oder
Runge-Kutta-Verfahren. Mit H(1, t) := (M")_1 (=K(t)- 1 - Fi(t,0)):

* Explizites Euler-Verfahren: u);, = ) + At(up)s, = Wy + At H(Wgq, 1)
» Explizites Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 2:

fi=AtH@g, t)  fo=AtH(ug, + fi, to+ A up, =t + 3 (fi + 1)

Anschaulich wird also fiir jeden Basiskoeffizienten eine gewohnliche Differentialgleichung gelost. Es sei
angemerkt, dass es prinzipiell fiir die Zeitintegration ebenfalls méglich ist, DG-Verfahren einzusetzen;
es gibt z. B. auch DG-ODE-Léser, die dquivalent zu bestimmten Runge-Kutta-Verfahren sind.

4 Implementierung des DG-Verfahrens

Das bisher vorgestellte Verfahren macht noch keine Annahmen tiber

1. Form und Gestalt der Q; (bisher kann jedes Q; ein beliebiges zusammenh&ngendes Gebiet mit
Lipschitz-Rand sein) und Dimension des umgebenden Raumes
2. Aufbau der Funktionenrdume V (Q;).

Dies soll in diesem Abschnitt geschehen und dabei Vor- und Nachteile bei der Wahl fiir die Implemen-
tierung dargestellt werden.



4.1 Wahl der Elemente

Fiir Q c IR vereinfachen sich viele Notationen und Konzepte, so ist z. B. die Behandlung von ,Randinte-
gralen“ und ,Normalen“ dort kein erwédhnenswertes Problem. Es soll im Folgenden jedoch der Fokus ge-
rade deswegen auf Q c IR? liegen, um ein umfassendes Verstindnis der notwendigen Schritte zu erzeu-
gen. Des Weiteren kann man erst dort viele der Vorteile des DG-Verfahrens im Vergleich zur klassischen
Finite-Elemente-Methode deutlich erkennen, wie z. B. die einfachere Behandlung von nichtkonformen
Gittern oder unterschiedlichen Ansatzrdumen auf benachbarten Elementen.

Bisher wurde an die Gestalt der Q; keine Einschrankungen gemacht. Wie in den meisten numerischen
Verfahren bringt jedoch die Wahl von polygonal berandeten Gebieten deutliche Vereinfachungen in der
Implementierung, so sind z. B. die Normalen stiickweise konstant und es ist einfacher, Basen fiir polyno-
mielle Ansatzraume anzugeben. Die ndchsten Abschnitte sollen sich daher ebenfalls nur mit polygonal
berandeten Elementen beschiftigen und es soll sogar die Einschrankung auf reine Dreiecksnetze ge-
macht werden, da dies die Behandlung verschiedener Ansatzfunktionen vereinfacht.

4.2 Wahl des Ansatzraumes

In diesem Abschnitt sollen verschiedene Moglichkeiten zur Wahl der Ansatzrdume V(2;) vorgestellt
werden. Fiir solche Rdume sind im Wesentlichen die Riume P (Q;) der Polynome vom Grad < m inter-
essant.

Die einfachste Wahl, die man dort treffen kann, sind die auf Q; konstanten Funktionen. Die Formulie-
rung (3.2) vereinfacht sich dann zu:

1 =

ut-area(Qi)+f aup,-n=0 < aup-n

i

- area(Q;) Joq;

Dies ist bei Wahl eines geeigneten Flusses gerade das Verfahren der Finiten Volumen und der eine Ba-
siskoeffizient, den es dann pro Element gibt, repréasentiert das Volumen in der entsprechenden Zelle.

Knotenbasis Fiir Polynomrdume P™ mit m = 1 kommt es zundchst darauf an, eine geeignete Basis zu
wéhlen. Zunichst bietet sich die Wahl der Knotenbasis an, also solcher Funktionen, die zu einer Menge
von Knotenpunkten {py,..., pr} in Q; die Eigenschaft ¢;(p;) = 6 j; haben. Dabei sollte die Menge der
Knotenpunkte jedoch so beschaffen sein, dass dies auch méglich ist. Nach [KS07, Lemma 6.4] hat die
Menge der k = ('”“)ZM Punkte, auf m + 1 parallelen Linien im Dreieck verteilt (wie in Abb. 2 gezeigt),
die Eigenschaft, eine eindeutige Knotenbasis von P zu besitzen.

(@ m=1 (b) m=2 (c) m=3
Abbildung 2: Knotenpunkte fiir eindeutige Knotenbasis

Zur konkreten Darstellung der Basisfunktionen erweist es sich als praktisch, jeden Punkt x im Dreieck
durch seine normalisierten Koordinaten a1, &y, a3 (mit a; + a2 +as = 1) in Bezug zu den drei Eckpunkten
11, V2, v3 darzustellen, d. h. x = a; v; + a2 v2 + a3 v3. Die Knotenbasis zu P! hat dann die einfache Form:

¢jlay, az a3) =a;j fiir j=1,2,3

Basen zu Polynomraumen héheren Grades kann man durch eine Rekursionsformel erhalten, siehe [Li06]:

@ (ay,az,a3) = wf(al)t//f(az)wg(ag) fiir alle Tripelt = (I, /,K) mit [+ J+ K=m 4.1)
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Abbildung 3: Lineare Basisfunktionen

Bi—Bi’

Dabei sind die ¢} (a) die eindimensionalen Lagrange-Polynome:

vi@=[]
i=0,i#l
wobei die §; (miti =0,..., m) m+ 1 dquidistant verteilte Stiitzstellen im Intervall [0, 1] sind.
Beispiel: Sei m =2 (damitist fp =0, 51 = ;,,62 = 1) und zu bestimmen ist die Basisfunktion, die auf dem

Knotenpunkt %vl + %vz (also dem Kantenmittelpunkt zwischen v; und v,) liegt. Dies entspricht dem
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(Quelle: Vorlesungsskript Introduction to Finite Element Methods, University of Colorado at Boulder)

Abbildung 4: Quadratische Basisfunktionen (Auswahl)

Orthogonalbasis Da in jedem Zeitschritt die Massenmatrix (M;) ™! mit M li] = fQi @ j@; zur Losung von

(3.3) benétigt wird, ist es wiinschenswert, eine beziiglich des L2-Skalarproduktes orthogonale Basis von
PF zu kennen, denn dann ist M! diagonal. Im linearen Fall erhilt man sehr einfach eine orthogonale

Basis durch diejenigen Funktionen, die auf dem Mittelpunkt einer Kante den Wert 1 haben, auf den

Mittelpunkten der beiden anderen Kanten den Wert 0, d. h. ¢ j (a1, a2, a3) = 1-2a;.

4.3 Integration
Fiir das Assemblieren der Matrizen M! und K und des Vektors F? sind Integrale tiber Q; bzw. tiber 0Q);

auszuwerten:
° Mlij = fQi PP
* Kj; == Jo,(dp;) V1=~ Jo, (@ Vei)p;

* F) = [3q, Gun-TiQ1=Yeco0, [, GUn" @



Fiir die Standard-Massenmatrix ist es prinzipiell moglich, alle auftretenden Integrale analytisch zu be-
rechnen. Existiert eine Darstellung in normalisierten Koordinaten, kann die Formel

a'b!c!
atalal=—"""__ 2area(Q;
fg. 172537 (a+b+c+2)! (€2:)

i

aus [ZTZ05] dabei hilfreich sein. Falls @ nicht konstant ist, ist diese Methode fiir die Berechnung von
K*' und F' jedoch im Allgemeinen nicht mehr moglich. Deswegen, und weil es oft leichter zu imple-
mentieren ist, verwendet man stattdessen oft Quadraturformeln zur approximativen Bestimmung der
Integrale.

Quadraturformeln fiir Funktionen der Form f : [-1,1] — IR, wie man sie zur Berechnung der Kantenin-
tegrale benétigt, sind gut bekannt und haben die Form

n

1
/lf(s) ds= Z w; f(a;).

i=1

Um die Voraussetzungen fiir gewisse Konvergenzaussagen (vgl. [Coc97, Proposition 3.1]) zu erfiillen,
miissen bei Verwendung von Basisfunktionen aus P™ die Kantenintegrale durch eine fiir alle Polynome
aus P?"*! exakten Quadraturformel approximiert werden. Werte fiir w; und a; fiir eine Approximation
einer bestimmten Glite lassen sich leicht in der Literatur finden; im Folgenden die Werte aus [Coc97],
die fiir die Verwendung von P!- bzw. P?-Funktionen ausreichend sind:

Stiitzstellen a; entsprechende Gewichte w; exakte Integration von

1 3
s 1 P
3 5 8 5
*5,0 9’9 P

Fiir das Flachenintegral tiber einem Dreieck T haben Quadraturformeln die Form

n 3
f fdx= ), wif(z TijF}),
T i=1 j=1

wobei v; die Eckpunkte des Dreiecks sind, 7;; die normalisierten Koordinaten des Auswertungspunktes
und w; wieder Gewichte. Hier sind bei Verwendung von P Quadraturformeln notwendig, die Polyno-
me vom Grad 2m noch exakt berechnen. Die entsprechenden Daten dazu finden sich in [Li06]:

normalisierte Koordinaten 7; entsprechende Gewichte w; exakte Integration von
11y (Lgl) (11 1 2
0.33), (30.3) (3,2,0) 3 P
111 5
(533) 0,225 P

(lJl)T]l)T]l), (T)l)ul)nl)’ (nl»nlrﬂl) 0)1323941527
(U2,M2,M2), M2, 2,M2), 2,12, 2)  0,1259391805
mit p; =0,059715, 17 =0,470142, up =0,797426, 1, =0,101286

4.4 Optimierung der Flussberechnung

In Abschnitt 3.1 wurde die Matrixgleichung
M'u;+K'U+F =0

eingefiihrt. Dies ist eine rein lokale Beschreibung, d. h. auf Q; beschrinkt, und M’ und K’ sind im Allge-
meinen dicht besetzte Matrizen der Grolie k; x k;, wobei k; die Dimension des Funktionenraumes V (Q;)
ist, also ,klein“. Diese lokale Formulierung ist ein wesentliches Ziel der DG-Verfahren, birgt jedoch ein
Problem: Das eigentliche Losen des Systems geht sehr schnell, weil M’ klein ist, das Aufstellen der rech-
ten Seite kann durch die Berechnung von F’ jedoch lange dauern. Selbst bei numerischen Fliissen, die
dies wegen Linearitét eigentlich erlauben wiirden, kann diese Berechnung in der lokalen Formulierung



nicht durch eine Matrixmultiplikation geschehen, da auf Werte von Nachbarelementen zugegriffen wer-
den muss.

Dieses Probleme kann teilweise umgangen werden, wenn man aus den lokalen Matrizen eine grof3ere
Matrix assembliert. Li schreibt in [Li06] zwar explizit: ,Because of the local formulation, a discontinuous
finite element algorithm will not result in an assembled global matrix and this the in-core memory de-
mand is not as strong*“, Cockburn schreibt in [Coc03] jedoch von ,blockdiagonalen“ Massenmatrizen,
geht also offenbar durchaus von globalen Matrizen aus. Setzt man die Matrizen in einem grof3en System
zusammen, erhilt man eine Gleichung der Gestalt

—_— —_—

MO u(t) KO uo FO
M ul K | | P!
Mu;+Ki+F = . q T+ . A1 1+ . |=0 @2
N| | = Y ) N
M uztv K ulV F

Diese Umformung bringt in der Tat noch keinen Vorteil; hat man jedoch einen numerischen Fluss, der
linear in uy, ist (insbesondere sind alle Fliisse der Form (2.6) linear), kann man F* wie folgt umschreiben,
wobei N(Q;) die Menge der Indizes der Nachbarelemente von Q; sein soll:

ki . — ks J—
H= ¥ [Towp= ¥ (z(u; [ oo+ X [ui [ W?'"eizw))

€€0Q; ZeN(Q;) \j=1 j=1
_ = z7 —— = z; —— = zz —— = 7 —
_(f a(p] .neiZI(Pl...f a(p] 'neizz(pl‘“f a(pj .neizg(pl... Z f a(p;_.neiz(pl...)
eizl eizz eiZ3 ZeN(Q;) €iz
j=1,...,kzl j=1;-~-;k7,2 j=1v-~~:k23 j=1,...,k[

—_— — —

.(...uzl...uZZ...uZS...ui...) (4.3)

In diesem Fall existiert also ebenfalls eine von u;, unabhingige Matrix £ mit F = £'7i! Nun kann man
(4.2) umschreiben in
Mu;+Ku +Fu =0. (4.4)

Dabei sind M und K blockdiagonal (d.h. hier gibt es nicht mehr Rechenaufwand als zuvor); F zwar
nicht, aber dafiir hat man die Berechnung des Flusses in jedem Zeitschritt (unter der Primisse, dass @
von ¢ unabhingig ist) auf eine Multiplikation einer diinn besetzten Matrix mit einem Vektor reduziert.

4.5 Parallelisierung

Auf ersten Blick scheint es so, als wiirde die im vorherigen Abschnitt vorgestellte Idee der Assemblierung
globaler Matrizen der natiirlichen parallelen Struktur des DG-Verfahren diametral gegeniiberstehen. In
der Theorie ist das richtig, in der Praxis wiirde jedoch die kanonische Parallelisierung, d. h. die Berech-
nung verschiedener Elemente auf verschiedenen Prozessoren/Rechnern, nicht effizient funktionieren,
denn fiir jede Berechnung von F! miissen die Funktionswerte der Nachbarn zum gleichen Zeitpunkt
bekannt sein, d. h. jeder Zeitschritt ist eine Barriere, an der Prozesse aufeinander warten und Daten aus-
tauschen miissen.

Der in [BAK99] vorgeschlagene Ansatz arbeitet daher mit einer Aufteilung von Q in verschiedene Parti-
tionen P ..., Py, die z.B. der Anzahl der verfiigbaren Prozessoren oder Rechner entsprechen, und je-
de eine Menge von rdaumlich nah beieinanderliegenden Elementen enthalten. Innerhalb jeder Partition
kann man nun in jedem Zeitschritt wie folgt vorgehen:

. berechne Fj, fiir alle inneren Elemente (die nicht am Rand der Partition liegen)

. sende die uy,-Werte aller Randelemente an die benachbarten Partitionen (asynchron)
. berechne M~' K fiir alle Elemente

. empfange die uj,-Werte aller Randelemente benachbarter Partitionen

. berechne Foyng fiir alle Randelemente Q; mit den empfangenen Werten

. berechne M 'Fund u;= M~ 'Ku + M~ 'F

DO s W



Dieser Ansatz hat die folgenden Merkmale:

¢ Die (unumgéngliche) Kommunikation zwischen benachbarten Elementen in jedem Zeitschritt
findet im Wesentlichen nur innerhalb eines Prozesses bzw. auf dem gleichen Rechner statt; In-
terprozesskommunikation ist nur fiir die Randelemente der Partitionen notig.

¢ Der Versand und Empfang dieser Daten kann asynchron wihrend anderer Berechnungen statt-
finden, ist also nicht notwendigerweise der dominierende Teil des Verfahrens.

5 AbschlieRende Bemerkungen

Im vorliegenden Text wurden die lineare Transportgleichung und die Methode der DG-Verfahren zur
approximativen Losung dieser Gleichung vorgestellt. Es zeigte sich, dass diese Verfahren nicht erst bei
Besonderheiten wie hdngenden Knoten leichter zu implementieren sind als klassische Finite-Elemente-
Verfahren, sondern auch schon auf normalen Triangulierungen, und dabei eine sehr gut parallelisierba-
re Struktur aufweisen.

In dieser Einfithrung wurde bewusst der Fokus auf Techniken gelegt, die bei der (einfachen) Implemen-
tierung benotigt werden und dabei Stabilitdt und Konvergenz nur am Rande erw#hnt. Bei einer tiefer-
gehenden Beschiftigung mit DG-Verfahren fiir hyperbolische Gleichungen ist es allerdings unbedingt
notwendig, sich mit diesen Fragen auseinanderzusetzen; insbesondere bei der Zeitintegration mittels
expliziter Verfahren kénnen sonst Stabilitdtsprobleme auftreten, die die hohe Ordnung der eigentlichen
DG-Verfahren wieder zunichte machen.
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