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Voraussetzungen & Ziele

Voraussetzungen

» Kenntnisse in Numerik partieller Differentialgleichungen
» insbesondere Finite-Elemente-Methode

Ziel des Vortrags

» Zuhorer kennt die Grundlagen, um das DG-Verfahren fir die
lineare Transportgleichung auf regularen 2D-Triangulierungen
implementieren
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Die lineare Transportgleichung i&%@

» Rechengebiet Q c IRY
» Gesucht u:[0,T] x Q— R mit:

Uur+V-(du)=0 auf[0,T]IxQ
u(0,x)=up(x) aufQ

» d kann auch von (t, x) abhangig sein

» Spezialfall der allgemeinen Transportgleichung
ut+V-f(t,x, u,Vu) = g(t, x, u)
» Auftreten: Physik
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Ziel der Berechnung

Ziel: Bestimmung von u im Laufe der Zeit

(Startwert)

(Bilder aus Biswas, Devine, Flaherty: Parallel, Adaptive Finite Element Methods for
Conservation Laws)
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So what?

» Umstellen und ausrechnen:

ur+V-(du)=0 < ur=-V-(du)

» Integrieren:

t

u(ty, x) = u(te, x) + f ut(t, x) dt
to
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So what?

» Umstellen und ausrechnen:

ur+V-(du)=0 < ur=-V-(du)

Wie? ur € ?
» Integrieren:
t
u(ty, x) =u(to, x) + f ue(t, x) dt
to
Wie?
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Uberblick

Entwicklung einer schwachen Formulierung
Elementweise Ansatzraume
Numerische Flusse
Stabilitat
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' . ﬂ Berlin
Projektion auf Elemente =

» Schwache Formulierung:
ur+V-(au)=0

= J(uh)tv+JV-(a’uh)v=0 VveVcl?(Q)
Q Q
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. . Freie Universitat Berlin
Projektion auf Elemente 55>

» Schwache Formulierung:
ur+V-(au)=0

= J(uh)tv+JV-(Euh)v=0 VveVcl?(Q)
Q Q

» Partitionierung:

N
QcRI-Q=[]Q;
i=1
» DG-Verfahren: Ansatzfunktionen haben Trager Q;
=>VaV(Q1)xV(Q)...x V(Qn)

vi=1,...,N: (uh)tv+f V-(dup)v=0 VveV(Q)
Q; Q;
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., Berhn
Elementweise Behandlung -

Lemma
Mit {v|),q;| VEVI=V(Q1) x ... x V(Qu) und Vi:P° cV(Q):

J (uh)tv+J V-(dup)v=0 VveV
Q Q

Vi=1,...,N: (uh)tv+f V-(dup)v=0 VveV(Q)
Q; Q;

Beweis
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Freie Universitat

Elementweise Behandlung

Lemma
Mit {v|),q;| VEVI=V(Q1) x ... x V(Qu) und Vi:P° cV(Q):

J (uh)tv+J V-(dup)v=0 VveV
Q Q

Vi=1,...,N:f (uh)tv+f V-(dup)v=0 VveV(Q)
Q; Q;

Beweis.

& Vv
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. Berhn
Elementweise Behandlung =

Lemma
Mit {v)( .o | VEVIZV(Q) x...x V(Qn) und Vi:P°cV(Q):

J (uh)tv+J V-(dup)v=0 VveV
Q Q

Vi=1,...,N: (uh)tv+f V-(dup)v=0 VveV(Q)
Q; Q;

<= JV
= fni(“h)tv"'v' (Qup)v#0 =» v(x):=1 auf Q; 0 sonst

= [(un)ev+V-(dup)v#0 v |
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Einbeziehung der Nachbarelemente =

» Problem:

(up)tv+ J. V-(dup)v=0
Q; Q;

vOllig unabhangig von anderen Elementen - Physik??
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Einbeziehung der Nachbarelemente

» Problem:

(up)tv+ J V-(dup)v=0
Q; Q;

vOllig unabhangig von anderen Elementen - Physik??
» Partielle Integration:

f (Uh)tv—f (aup)-Vv+ Gup-Av=0
Q Q; 9Q);

» ,Numerischer Fluss” Ez/’u\h steuert Zu-/Abfluss
= selbst zu definieren (aber konsistent)
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Freie Universita

Einbeziehung der Nachbarelemente

» Problem:

(up)tv+ J V-(dup)v=0
Q; Q;

vOllig unabhangig von anderen Elementen - Physik??
» Partielle Integration:

(up)ev—| (aAup)-Vv+ dup-nv=0
Q; Q; Q)

» ,Numerischer Fluss” Ez/’u\h steuert Zu-/Abfluss
= selbst zu definieren (aber konsistent)

» v =1 ~ Erhaltungseigenschaft

(uh)t+J. dup-n=0
Q; 9Q);
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Upwind-Fluss

aup(X —ali“th X —&Qa

» Transport entlang d

limup(X —€a)
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Freie Universitat 3

Lax-Friedrichs-Fluss

» Durchschnitt: {up} := %(uﬁ, + u’},)
> Sprung: [usl :=ul i+ u’hﬁ]
» Lax-Friedrichs-Fluss:
aup=ad{un} + % |E| Tunll

» Gewichtung beider Seiten und ,Ruckfluss”
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Stabilitat g

U7

» Problem ist stabil, falls -=V-a <L
» Verfahren ist stabil, falls

N 1
On :=Z (—E—le-(auh)+f

dup - Tiuh) >0
i=1 0Q);
» hinreichend dafur:

dup=d{up} +Clunl

und C nicht-negativ definite Matrix (z. B. Skalar)
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Stabilitat von Upwind- und
Lax-Friedrichs-Fluss

Freie Universitat F ’
o)

» Lax-Friedrichs-Fluss: C = % |EI|

» Upwind-Fluss: C = % |E- Ff|
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Stabilitat von Upwind- und
Lax-Friedrichs-Fluss

Freie Universitat [

» Lax-Friedrichs-Fluss: C = % |E|

> Upwind-Fluss: C= 3 |d - 7|

— 1_>_. 7?7 — —
a{upt+—=|a-n{fup]l = alimup(x —€a
{un} 2| | Lun] lim h( )
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Stabilitat von Upwind- und
Lax-Friedrichs-Fluss

Freie Universita 1 Berlin

Lax-Friedrichs-Fluss: C = % |E|

v

Upwind-Fluss: C= % |d - 7i|

v

1
a{up}y+—=|ad-Ad|[us]] = alimup(X —ea
{un} 2| | Lun] lim h( )

» eigentlich interessant: dup-n
bei einigen Autoren ist Fluss skalare GroRe:

\4

F(u)-ni = Fr(u,u")
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Uberblick

Losen der schwachen Formulierung
Formulierung als lineares Gleichungssystem
Zeitintegration
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Wahl einer Basis

» bisher:

ureV(Q): | (un)ev— (auh)-VV+J Gup-iv=0 YveV(Q)
Q; Q; 2Q);

» wahle Basis {¢1,..., @k} von V(Q;) (dim V(Q;) = ki)
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Freie Universitt

Wahl einer Basis

» bisher:

ureV(Q): | (un)ev— (auh)-VV+J Gup-iv=0 YveV(Q)
Q; Q; 2Q);

» wahle Basis {¢1,..., @k} von V(Q;) (dim V(Q;) = ki)
> jetzt:

ki
u; € IR ; f ZUIt(Pj o —f (aun) - Ve,
Q; Q;

j=1

+f Gun-Hig=0 Yi=1,... .k
9Q);
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K‘“;

Wahl einer Basis

» bisher:

ureV(Q): | (un)ev— (auh)-VV+J Gup-iv=0 YveV(Q)
Q; Q; 2Q);

» wahle Basis {¢1,..., @k} von V(Q;) (dim V(Q;) = ki)
> jetzt:

ki
u; € IR ; f ZUIt(Pj o —f (aun) - Ve,
Q; Q;

=1
+f Gun-Hig=0 Yi=1,... .k
9Q);

» auch up ersetzen:

ki i ki . —
Zultf (pj(pl—ZujJ (a¢j)-V¢1+J aup-ne=0
j=1 Q; j=1 Q; Q)
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Umschreiben in Matrixform

» Gleichung in Matrixform:
Mui +KG+F=0

mit

Ki=— d - Vo)) ¢; (Steifigkeitsmatrix)
o) !

—

F!= aup-ne
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Umschreiben in Matrixform

» Gleichung in Matrixform:
Mui +KG+F=0
mit

ij = J @jo: (Massenmatrix)
Q;

K[ij = —f (d - Vo)) ¢; (Steifigkeitsmatrix)
Q;

Ff = dup-ne;
Q)

» Aufldsen nach us:

i = (MY™H (=KD = F) = H(d, t)
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Zeitintegration

> ut(t, x)t=t, bekannt, jetzt u(ti, x) bestimmen:

t1

up(ty, x) = un(to, x)+ [ (un)e(t, x) dt
to

» einfache ODE in t
» Standard-Verfahren: Euler, Runge-Kutta
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Verfahren zur Zeitintegration

Freie Universitt

A\

A\

v

A\

H(d, t)= (M)~ ( K'{(t)d - Fi(t, 4)) wie oben
Explizites Euler-Verfahren:

Ujty = Ujto + At - (Un)ity = Ujeg + At - H(Ujeg, to)
Runge-Kutta-Verfahren, Ordnung 2:
fi=At-H(dg, to)  f2 = At-H(Uig +f1, to + At)

Uie, = Uieg + 3 (f1 +12)
auch implizite oder DG-Verfahren fir ODE moglich
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Uberblick
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Berlin

Implementierung des DG-Verfahrens
Wahl des Ansatzraumes
Integration
Optimierung der Flussberechnung
Parallelisierung
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Annahmen uber Gebiet und
Ansatzraum

Freie Universitat [

» Bisherige Annahmen:
» alle Q; haben Lipschitzrand (flr partielle Integration)
» VveV(Q):supp(v) CQ;
» konstante Funktionen in V(Q;)
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Annahmen uber Gebiet und
Ansatzraum

Freie Universita 1 Berlin

» Bisherige Annahmen:
» alle Q; haben Lipschitzrand (flr partielle Integration)
» VveV(Q):supp(v) CQ;
» konstante Funktionen in V(Q;)

» Gebiet ab jetzt:

» d=2: ,Normalen”, ,Randintegral”, Vorteile DG-Methode, ...
» nur konforme Triangulierungen
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Polynomielle Ansatzraume

v

Beschrankung auf Polynomraume
P™M: entlang von Geraden Polynom mit Grad <m

v

v

Standarddarstellung x-y-Koordinaten: 4x2y3 — 2xy% +...

Alternative: normalisierte Koordinaten, p = Z,-O{ivi, Z[ai =1
V3

v

Vi1 V2

» Polynomdarstellung: 3a3a; +4a3a2 +. ..
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Konstante Funktionen

» einfachsterFall m=1=ki=1=>¢1 =1

Zuftf (Pj(Pl—ZUjJ (E¢j)-Vrpl+f dun-Tigr=0
j=1 Q; j=1 Q; Q)

= ut - area(Q;) +J dup-n=0
Q)
1 = _
> Ut=—-——- aup-n
area(Qi) Jaq,
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Konstante Funktionen

» einfachsterFall m=1=ki=1=>¢1 =1

Zuftj (Pj(Pl—ZUjJ (E¢j)-Vrpl+f dup-fig =0
j=1 Q; j=1 Q; Q)

= ut - area(Q;) +j dup-n=0
Q)
1 = _
> Ut=—-——- aup-n
area(Q;) Jaq;

» das ist ein Finite-Volumen-Verfahren!
» ul Durchschnittswert auf Q;
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Knotenbasis

» flr hohere Grade attraktiv: Knotenbasis {¢;} fur Punkte {p}
mit @;(po) = &ji
» Knotenpunkte

garantieren eindeutige Lésung
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Knotenbasis Il
»m=1:

v,
R
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(Bilder aus Vorlesungsskript Introduction to FEM, University of Colorado at Boulder)
26

» Form klar, aber auswertbare Darstellung? In X oder a?
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Rekursive Darstellung in
normalisierten Koordinaten

Freie Universitat [

» Lagrange-Polynome fur [0, 1] mit m + 1 aquidistanten
Statzstellen:

nen_ Tq 9B 1
wl(a)_[J;LIﬁl—ﬁi Bi -

DG-Verfahren und linearer Transport, 26.5.2009
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Rekursive Darstellung in
normalisierten Koordinaten

Freie Universits

» Lagrange-Polynome fur [0, 1] mit m + 1 aquidistanten
Statzstellen:

n a-pB; i

i=0,i%( Bt = Bi m

Y (o) =

» Rekursion fir t=(I,/,K) mitI+/+K=m:
pr(a, oz, a3) = YH(a1)y) (o) ¥k (as)
» Beispiel: quadratische Knotenbasisfunktion fur p = %vl + %vz
o, 1,0)(a1, a2, a3) = Y1(a1) - Yi(az)
_o—=fo az—=fo 0a1-0 a2-0
Bi—Bo B1-Bo 31-0 1-0

=4o01a7
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Beweis rekursive Darstellung

Oabo(a, oz, as)= Ylon) - Ylaz) - Y(as)
—— —— ~———

» soll bei (a1, a2, a3) = %(a, b, c) Wert 1 haben

» bei allen anderen (a1, a2, a3) = %(a', b’,c’) Wert 0
(a’+ b’ +c’=m)
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Freie Universitat [

. . : Berlin
Beweis rekursive Darstellung S

Oabo(a, oz, as)= Ylon) - Ylaz) - Y(as)
—— —— ~———

a C
=loar=r =1@a2=% =loas=r;

» soll bei (a1, a2, a3) = %(a, b, c) Wert 1 haben

» bei allen anderen (a1, a2, a3) = %(a', b’,c’) Wert 0
(a’+ b’ +c’=m)

» Lagrange-Polynome!
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Orthogonalbasis

» Wunsch fur Geschwindigkeit und Stabilitat:
M diagonal <= | @jo;=A;-6j
Q;

» Wahl einer Orthogonalbasis
(linear: einfach, hohere Grade: nicht so einfach)
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Integralberechnung notwendig

1 Berlin

ij=J. oJtol K,ij=—f (a-Voi) ¢; Ff=f dup -
Q; Q; 9Q);

» flr M evtl. hilfreich:

a'b!c!
f O{‘llafz?ag = 2 area(Q))
Qi (a+b+c+2)!

» allgemein: Quadraturformeln notwendig/praktischer

DG-Verfahren und linearer Transport, 26.5.2009
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Quadraturformeln

» 1D (Randintegral):
1 n
f f(s) ds~ > wif(a)
-1 i=1

» 2D:
n 3
J FOY dx 2> wif | D1
T i=1 j=1
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Einschub: Konvergenzaussage

Uber allgemeine Transportgleichung: us +V - f(u) =0
» f(u) e WMH2.°(Q) (m + 2 beschrénkte, schwache Ableitungen)
» Quadraturformel auf Kanten exakt fiir P2m+1
» Quadraturformel auf Dreiecken exakt fiir P2™
» {T}n Familie von regularen Triangulierungen, d. h. g <o
» PT(Q)cCV(Q) VQ eT
> Ly(U) €V die aus (M)~ - (=KiT — F!) resultierende
Approximation von =V - f(u) auf ganz Q
Dann:

ILA(E) + V- f(Wll e < CA™ L |f (W) yyme2.0
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Problem der Lokalitat

» rein lokale Formulierung
MiG; + KU+ F =0
sehr gut
» Problem:

Ff: dup-ne = f dup-nNe;
9Q; eean

» dauert lang
» involviert Nachbarn
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Globale Matrix assemblieren?

MO u?
1 1
o M uy
Mut+Ku+F = . _

mv )\ R
ut

KO u® FO

Kl u1 Fl

+ + =0
KN uN FN

~» nichts gewonnen, aber parallele Struktur verloren
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Numerischer Fluss als Matrixprodukt

» linearer Fluss auf e =93Q; N aQp:

_— ki . — Kn —
dup-népr= Y. (uj‘f dg;- ne(Pl) +> (Ufj acp}’-necpz)
e e

e j=1 j=1
=TH 0 — -
= (J a(P}".ne(pl a(pj.ne(pl ) . (...un...u‘...)
e e
i=1,....kn i=1,... ki
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Freie Universitat Berlin

Numerischer Fluss als Matrixprodukt

» linearer Fluss auf e =93Q; N aQp:

—_— ki . - Kn —_
dup-Nepr= (uj‘f dg;- ne(Pl) +> (ujf’f dof - ne(Pl)
e e

e j=1 j=1
e e

» w 3F: F=Fu!
» globales System

Mu; +KUd+Fu=0
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Kanonische Parallelisierbarkeit

» naive Idee: Dreiecke irgendwie auf Prozessoren verteilen,
durchrechnen lassen

» Parallelisierung effizient, wenn viel Rechnen und wenig
Kommunikation

» Problem: nach jedem Zeitschritt Kommunikation notwendig
~ Barriere
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Partitionierung

L6sung: raumliche Partitionierung, Verteilung auf Prozessoren
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Freie Universitat

Paralleler Algorithmus

ur=-M"*Ku-M1F

1. Fluss im Inneren berechnen
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Paralleler Algorithmus

1. Fluss im Inneren berechnen
2. u-Werte des Randes an andere Partitionen senden (asynchron)
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Freie Universitat \ﬁl Berlin
Paralleler Algorithmus o

1. Fluss im Inneren berechnen
2. u-Werte des Randes an andere Partitionen senden (asynchron)

3. M~1KU berechnen

DG-Verfahren und linearer Transport, 26.5.2009
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Freie Universitat

Paralleler Algorithmus Il

Ui =-M"1kd -M-1F

1. empfange u-Randwerte anderer Partitionen
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Paralleler Algorithmus Il

Freie Universitat

S,
CT® Lo .
f Berlin
055

Ui =-M"1kd -M-1F

o

1. empfange u-Randwerte anderer Partitionen
2. Fluss an Partitionsgrenzen berechnen

DG-Verfahren und linearer Transport, 26.5.2009
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Freie Universitit ; Berlin
(VERST

Paralleler Algorithmus Il

1. empfange u-Randwerte anderer Partitionen
2. Fluss an Partitionsgrenzen berechnen
3. M~1F berechnen
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VERsT

Paralleler Algorithmus Il

1. empfange u-Randwerte anderer Partitionen
2. Fluss an Partitionsgrenzen berechnen

3. M~1F berechnen
4

. Zeitintegration
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Fazit
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Fazit

Danke fur’'s Zuhoren - Fragen?
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